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A Tépoque ou je rt'dige^iis ce Mémoire, les questions qui y sont trai- 
tées pouvaient oflrir un certain intérêt d'actpalité. Il n*en est plus de 

même aujourd'hui, tous ces problèmes ayant été surabondatnment 
résolus par les méthodes ifs plus variées, ft figurant depuis longtemps 
dans les traités les plus élémentaires d'analjse et de mécanique, voire 
même de physique. 

Gepcixiant je ne pense pas que les publications anciennes ou récenles 
sur cette matière soient de nnturc à faire du tort à un ouvrage le! que 
celui-ci, qui s'adresse avant tout aux géomètres, et où l'on se firo|K»se 
de développer certaines applications Ires-simples, mais digues de 
quelque attention, à des problèmes intéressants, des belles méthodes 
de la Méainique analfrUque. 

T«iM vin (1* tM«). - Jmi*ib iSD. > 
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r.» science «les T.agrmge et des J;ico!)i im riti Incit. rn e(Tcî. <rr!rr 
c'tillivée pour elle-même; et il ne {laraît pas inutile d'en multiplier le» 
HppltcaHoii.s, car Je sais par expérience qu'en écrivant sur ce sujet on 
s'expose k ne pas éire compris, même de ceux qni| par Vmtituté de 
leurs travaux, sembleraient devoir être plus particiilièreroent au con« 
rant de la «jurstion. 

Comme je liens à ne me jamais rien attribuer au delà de ce tpicj'ai 
fait, je déclare d'avance, pour qu'on ne s'y trompe pas, que ce Mé- 
moir-e ne renferme aucun principe vraiment nouveau : il est unique- 
nieiit destiné ',\ inoiifrer rf)tnniPtit la plupart des problèmes ordinaires 
de la (Ivnamupie se Iroiivent ré>f)lus, aussitôt qu'ils sont jiosés, par 
l'emploi des procédés de l'analyse transcendante. Avec ces méthodes, 
en effist, tous les détails inlermédiaires, tontes les difficultés accessoires 
qui sont relatives à l'intégration des équations du mouvement ont 
été élucidées une fois pour toutes, lors de l'établissement de la théorie 
générale; et l'on n'a plus absolument a s'en préoccuper quand on 
aborde les applications particulières. 

Chargé dejMus cpielque temps de renseignement de la Mécanique 
rationnelle à l'École Polytechnique, je crois à p°ine utile de dire que 
je n'ai point eu un seul instant la pensée d'introduire, même à litre 
d'ebsai, de pareilles iiielliodes dans des leçons élémentaires. 

La clarté et la simplicité de l'exposition exigent impérieusement que, 
dans lui coins (le CI- genre, tous les intermédiaires soient avec soin 
conservés et mis m luinicn', cli.icun avec le jour (pii lui convient; elles 
exigent qu'à côté de chaque propriété du mouvement on aperçoive 
pour ainsi dire sa raison d'élre, de manière & saisir immédiatement 
dans les difSérenIs problèmes ce qu'ils .ont de commun et ce par quoi 
ils différent ; elles exigent, en un mot, qu'en traitant de la mécanique, 
on laisse à l'analyse ce qui appartient à l'analyse, et que, tout en 
taisant largement appel aux secours de celle-ci, l'on n'envie pas aux 
géomètres purs le plaisir 'de contempler de haut et d'embrasser d'un 
coup d'cml le magnifique ensemble de tontes les branches de la science 
mathématique, dans leur harmonieuse corrélation. 

Cray, i8Ba. 
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Oa nit qu'on peut coDsidéiw les mouvemenl» rdatib comme des 

inoiivements ;j|)solus, en ajoutant aux forces rédlemeot «giSMIilei rfeilX 
forces fictives dont Ck)riolis ;t doiiiu'^ les expressions ; ces forces sont 
des fonctions des coordonnées el des vitesses relatives des points ino- 
bileSf ainii que defe quanlitéi qtii définiaMnt le mouvement du sys- 
tème mobile de coniparsiiton. 

Celle manière iTfin is^t^er les mouvements relatifs est cells (]tji se 
prête le mieux à une étude géométrique. Si Ton veuf, au cnntraire, la 
traduire en analyse, comme les composantes des forces iictives cou- 
tiennent les dérivées dn coordonnées rdalives, le» ^nattons diffé* 
rentielles prennent une forme toute différente de Celle qu'on ren- 
contre ordinairement (i;iiis la mécanique nnalvtiepie, où les forces 
sont toujours supposées louchons des coordonnées seuiemeut. 

Il suit de ]k que les méthodes générales paraissent ne pas s'ap- 
pliquer à ces équations, au moins telles qu'elles sont immédiatement 
(il)lpiines. 

i'our les faire rentrer dans la règle commune, il n'y aurait évidcm- 
inent qu'à recourir aux formules générales de I^^grange, qui dunnent 
les équations diifêrentielles du mouvement dans un système de va» 
riakles qoeloonque. 

Par une transformation de coordonnées, on expriinci-nit l.i fonction 
des iorces et la demi-lorce vive absolue au moyeu des coordonnées 
apparentes et du temps, et l'on obtiendrait indlreciement les équations 
dilFârentielles auxquelles satisfont les coordonnées relatives. 

T.a théorie analytique et géométrique des inouveincnts relatifs iri st 
donc plus à faire : on a «les h présent tout < e qu'il faut pour Irailcr 
tous les problèmes qui peuvent se rencontrer, et pour achever la so- 
lution de ceux qui ne préaenleiil pas de difficultés analytiques trop 
considérables;.je crois cependant que rexposiiion de la méthode que 

je prop»>se ne sera pas entièrement dénuée d'intérêt, surtout au point 
de vue des applications. Il est d'ailleurs évident qu'au fond elle ne 
peut que rentrer dans celle de I.»igrange, à un léger artifice près. 

A l'exemple de Coriolis, je suppose que l'on considère le mouvement 
comme un mouvement absolu; et je montre comment on en obtient 
les éqtiatîons sous la forme canonique, en ajoutant, à In fonction 
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des forces, des termes qui dépendent seulement des «Motionnées appa- 
rentes «t du temps. Ces termes additionnels, qui jouent ici un râle sna« 
logueÂ celui (les forces fictives de Coriolis, se divisent également en 
deux parties : la première déprtnl du déplacement de l'ongine» et la 
seconde du changement de du-ection de» axes. 

L'utilité de mon travail ressortira d'ailleurs de quelques applica- 
tions aui problèmes les plus célèbres en ce genre, problèmes jusqu'ici 

assez incomplélenieiit étudiés ou résolus pir n])[irf)xiiTi;ttioîi. tnitdis 
que ma métlitide en iouruit avec la plui^grande facdité les uitégrales 
rigoureuses. 

Cette méthode se prête tout nalureHeoMml k l'application de la 
théorie de la variation des arbitraires, sous l'influence de certaines 

actions pertiir!>r»trices. En regardant comme termes perturbateurs ceux 
qui provienuent de la nou-iixité des axes coordonnés, ou pourra, dans 
plusieurs cas, se dispenser de tout eaictil pour efièctuer l'intention 
du problème troublé, si Ton suppose connue celle du mouvement 
absolu correspondant. 

Par (Exemple dans le problème, pourtant assez, compliqué, de la rota- 
tion d'un corps quelconque autour de son centre de gravité, on re> 
connaît immédiatement qu'il suffit, pour obtenir les intégrales du 
mouvement relatif, d'ajouter un terme à Tune des intégrales données 
par Jacobi pour le cas du mouvement absolu, et âc rhangor hi valeur 
des constantes arbitraires qui figurent dans ces intégrales ; il n'y a donc 
aucun nouveau calcul d'intégration. Dans le cas des problèmes plus 
rebelles^ tek que celui du pendule» même à l'éqiMteur, ou trouve du 
moins avec une tn s-^n tnde fiacilité la seule solution rationnelle de 
cette question célèbre; c'est-à-dire le développement des intégrales en 
séries ordonnées suivant les puissances de la rotation de la terre, consi^ 
dérée comme quantité trèa«petite du premier ordre. 

Un premier chapitre est con-arré à l'étude du mouvement d'un ou 
de plusieurs poiuts libres, je passe ensuite au cas d'un système à liai- 
sons quelconques; je termine par les applications qui ont pour objet 
le mouvement des projectiles ainsi que celui du pendule simple dans 
le vide, et les dirforenis cas de la rotation des corps solides autour de 
leur centre de gravité. 
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CHAPITRE PREMIER. 

MOWBMBST RELATIF d'iIV EHSEHBLB DK 1>01R18 LIBRES. 

1. Soient Ojt, Oj,Oz, trois axes rectangulaires mobiles aiixqtiels 
on rapporte le niuuvcment d'un svstètne de points libres; m^t ^h^a 

la nia»se et les coorciontu'os (\c l'un quelconque de cc:» points; enfin 
\,, Y,, Z,, les composantes de la force motrice qui sollicite ce même 
])oint. Si les axes coordonnés étaient ûxes, les équations du uiouvemeiil 
seraient 



(') 



Je considère seulement les cas où les composantes X/, Y{, Z,-, sont les 

dérivées partielles d'une même fonction U des coordonnées .r,, v,, x„ 
des divers points mobiles : U est ce que l'on appelle la fonction ties 
Jorces; de plus, je désigne par T la demi-somme des forces vives appa- 
rentes du sj^time 

enfin si Je pote, avec M. Hamilton, 

U - T = H, 

■ » 

on sait que la forme (i) peut être remplacée par la suivante : 

Si les axes sont mobiles, en désignant par u, , v., iv, , les projections 
sur ces axet de IViccélération totale absolue du point dont la masse 
est m^, on a toujours 

(3) «<«<=^' '^i^ify/ w<»»'i=S7' 
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mais on n'« plus 



Je vaU commencer par calculer les nouvelles expressions des quau> 

tités u,, i', , , quand les axes auxquels on rappoHe le mouvement 
du H^6teu)c sont eux-mêmes animes d'iui mouvement que je suppu- 
serai cnnmi. 

*1. Soient (V, (.(), C.K, trois axes recUmguhiires fixc^: />, ij, i\ les 
cuurUonuécs par rapport à ces axes d nu point dont la niasse est m; 

9*1 f^* celles de rorigine mobile O; et enfin a\ a*; />, 6^^ A"; c, 
c't c"t respectivement les cosinus des angles faits par les axes mobiles 
:\\ev CP, CO, CR : lesformides de Iransforuiation qui sci vent à passer 
du système (Ox, Oj*, Oz) au sjsteuie (CF, CQ, CR) sont 

(4) ^ (j = c/'-i-bx-^by-hh'z, 

d'où, en diffihvntiant, 

; du du' Ai ,dy » dz da lUf dtf 

y dq da' , djr , > dr .«di. dh dh' dl" 

^ ' i dt ..t dt dt dt dl dt dt 

/ dr dr dm .dr »d* «fc . . d' 

' -j:^-r^-^c-r-^<f -TT'^c %:+Jf ■^:-^-J'■3^-»-*-3^■ 
\ <ft <ft «ir dt d» dt m dt 

Désignons par P, Q, 11; P', Q , U', les projections sur les axes mo- 
biles des vitesses absolues du point que l'on considère et de l'origine O, 
c*cst-i-dire posons 

du , d 'i dr 
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et tirons des équations (5) les valeurs tie P, Q, R : il suffît pour cela 
d'ajouter ces é(|tiations après tes avoir multipliées respectivement par 

a, b, C] a', h'. (•'; n", h", c". 
Si j8 fais, pour abréger, 



I (/,;" , i//>" ,!c" . 

(8) : "w^^'irr-^' — '^P^ 



1 </,;■ 

I' " IT ' tit ~ ,it ^ 
.da^ijdb , de ... 



il vient 



dx 



(9) i Q=Q'+^ + Yt -««. 



5. En coiitimintit les calculs, (jui n'ofïrenl ni intércl ni difficult' 
d'aucune espèce, on arriverait aux équations clifférentielles du mou- 
vement. Ces équations sont du second ordre, et ou peut, si l'on veut, 
les remplacer par «n nombre double d'équations dn premier ordre, 
en prenant pour variables auxiliaires les premières diérivées des in- 
ccmmies x^y^ s, c'est-à<dtre eu Élisant 

, ' tlx , dy , dz 

dt dt dl 



[*] On sait que ers qiianlitrs sont les composantes suivant les trait as<S moliiln At 
la roistion instantanée «lu système de comparaison lie à cesnxes. 
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Il es! évident qu'il v a une infinité de systèmes de variables auxi- 
liaires conduisant à un résultat du tnéme genre. Or l'artiSce dont j'ai 
fait usage oouBisle Hmplement à employer au lieu des dérivées, pour 
opérer la rédaction au premier ordre, les quantités sttiTaotes qui sont 
des fonctions linéaires de ces dérivées : 

J'introduis Immédiatement ces nonvdies variables dans les équa- 
tions (5), à la place ^> ^» ^ équations deviennent 

Comme elles sont maintenant tout à fait pareilles aux équations (4), 
d est évident qu'une deuxième flifTérentialion condiiir;i ;i nne série 
d'équations de uiéme forme que les précédentes^ et si l'un désigne de 
même par v, iv; vl^ les projections sur les aies mobiles des 
accélérations absolues du point que l'on considère et de l'origine 
on devra trouver en définitive 



dt 
dt 
dt 

Rétablissons maintenant l'indice /; rempta^mis ut, Vi, Wf, par leurs 



w=vi/+ 5 + a>s — |S|. 
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valeurs tiffei dct éqiMtiofw (3), et nom aurons lei équations difiéren- 
tielles du mouvement 

auxqutiiles il taut adjoiudre le système (lo), qui (ionne les dérivées par 
rapport au temps des variables principales x^, : 

(II) • { 7^' = *:/+ azi-yjr,, 

4. Or ces équations, (I) et (II), se ramènent làcilement à ta ferme 
canonique des équations (a), en déterminant convenablement la fonc» 
tlon H qtii figure Hnns ces équationSf et qui ne doit plus être ici la 

fonction d'Hamiiton. 
En effet, la demi-somme des forces vives apparentes est 

T=î2-[{t)'-(^)vfêy]. 

ou, en remplaçant les dérivées par leurs valeurs en fonction de^^, »j„ Ç^: 

et l oii voit déjà que le système (II) revient à 

IMJ ■3"~3:SJ,* 7t'~d.mou dt~d,mii,' 

Tmm» nu (■• iMa). . lumm iMS. 3 
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(i5) 
(i6) 



Je pose mainteuant 

K =a ~ «' 2 */ — 1^ 2 — ïVjllli^ , 



\ Uh-K-«-G = U„ 

\ u,-T = n. 



Si I on se rappelle que, (l'.iprès mes hvpolliéses. h s qicinfités w', 
W\ ai y, sont dos ioiictions dounées du temps iiidcpeudaiitcs des 
coordonnées x^, yi, , on verm fiMsilement qne la valeur (I) de 

nii ^ n'est antre chose que la dérivée de U par ra[>{iort à jr, . D'un 

antre côté, comme U, ne contient ni les dt'nvttcs jp^ , , z. , ni par 
suite les variables auxiliaires iiit Ç/, on a 



rfH 



et l'on p( ut enfin remplacer les équations différentielles ( I ; et ; Il , ou 
(I) et (i4)f per les suivantes, où l'on reconnaît la forme canonique de» 
équations ordinaires de la dynamique : 



(III) 





</H 


d.m, %, 


d\ï 


dt ~ 


d.mi^i* 


dt 


lix, 




rfH 


d.m,iu 




dt "~ 


d.mmi* 


dt 




du 


fin 


'1 


d\\ 


dt- 


d.m,it* 


dt 





I>e là le théorème fondamental que voici : 

TsAoRèHE. — Les équations tUJ)'érentielles du mouvement relatij 



[*] Je ferai remarquer que h qimntilê G est la demi-fore» vive que |iM8ède« en 

vcrlii lie 1,1 rotiition iintaïKatuiï du \:'>\<-\nc cic OOlUparaiMOi VensiMiililc (li H |lc^irlls île 
ce «ystèint! qui coïncident avec les dÎTi-rs points mt^lcs, à l'iiutaiit que l'on con- 
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d'un sy stème de points fibres sorti de nu'nie forme que celles d'un moui'e- 
ment absolu, fxjurvu (jiià la Jonction desjorces on ajoute deux Jonc- 
thru nwveUes t{ue j 'ai désignées par les lettres K e< G : 

La première dépend du mouvemmt de ^origine i elle est homt^ène et 
du pninier degré par rappott aux coordiMnées a^jtarentes des points 

mobiles; 

Ln deuxième est introduite par le changement de direction des axes; 
elle est homogène et du deuxième déféré par rapport aux coot données. 



CHAPITRE n. 

MOOVKMEtfT KRLATIF o'UH STStAMB A tUitOlCS QOILOOVQOSS. 

5. On lait qu'on peut remplacer les liaisons par des forces coDve- 

nahles, et considérer alors fniis los points du système comme li)>res. 
Les ('-{jiLJlioMS dillérKiitielli's que j ai donm-es dans le preniier ch.ipitre 
peuvent dune cire conservées, à la condiiion d'introduire dans leurs 
deuxièmes membres des termes dont Lagrange a donné la forme, «t 
qui refwésenteut les composante* des forces provenant des liaisons 
du système. Si l'on désigne par p le nombre des écjualions qui expri- 
ment ces liaisons, par = o l'une quelconque d'entre elles, et enfin 
par X,, Xj,..., Xf, des«oefiîcicnls indéterminés, les équations diffiêren- 
Itelles du mouvement peuvent s'écrire : 



ilr.i f/li:, — T) X^*=''^ 'tu 

1 7 J ' nil -r ~ -^—3 7 -7— ' 



[*] JUeennigHe analytlt/ur, 3' edition, revue, corrigi'««taRnelée[MrM> J. VertmMl. 
Tone 1", note VI, page ^oc). Le calcul qui va suivre offre la plat gramlc anali^ie avec 
celui qui se trouve développé dans la note que je rappelle, |inur le eu d'un mouve- 
ment aUola. Cett ce qui me diipenien dlmbter fnr queUpir» dtanb d'algèbre, qui 
ae prcaenleat d* «Ulcan sacane dtflSiialié. 
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Les quantités T.;^ sont supposées doDiiées en fonction dflë coordon- 
nées apparentes seulement. 

Supposons mainleuant, toujours avec Lagrange, qu'on ait profité des 
équation! d« liaitoo pour exprimer ces eoordonnfes apparentes en 
fonction d*autres inconnues, 

réduites au plus petit uombre possible, et paii»iit tout à lait indépen- 
dantes; et propoKniHMNis de cberdwr les écpiations dilférentielles 
auxquelles ces nouvelles variables doivent satis&îre. 

Vw»r cela je multiplie les éqtntions (17) respectivement pàr-^t 

(m étant l'un des nombres entiers 1 , a,. : et je les ajoute h 

toutes les equations analogues qu on obtiendrait en attribuant à l'ui- 
dice i toutes les valeurs dont il est susceptible. I/e premier membre de 
l'équation résultante est 




quant au deuxième membre, il se compose de trois parties, et da» 
bord de 

somme qui n'est autre chose que 

en effet, U, ne contieiti p;ts d'aiifres v;(riables que les coordonnées .r,, 
zti plus les quantités qui dépendent du mouvement des axes, et 
qui sont considérées dans toutes ces transformations comme des con* 
stantcs. 

Une réduction du même genre n'a pas lieu pour T : le ^ des équa- 
tions (1 7} a été pris en supposant T exprimé en fonction de ji, 2i; 
$11 ni* Çit comme l'indique l'équatimi (i3); or, dans la transformation 
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nctuelle, jt* remplace Xi et ?, par leurs valpur-s en fonction «les nou» 
velles variables et des dérivées ^i. de ces variabl<*s; on a donc 

en supposant, pour abréger l'écriture, que le signe ^ indicjue non- 
seulement tinc sommation par rapport à l'indice /, mais encore la réu- 
nion des trois sommes analogues relatives a chacun des trois axes coor- 
donnés. 
(}d tire de l'équation (i8) 

dtii^m'^dq» 2idhdfm' 

telle est la valeur de la deuxième partie du second memtire de l'équa* 
tien que nous cherclions à former; et il ne reste plus à considérer» 

(lan-N 1rs t'(]uatio(is 117 ', qu'- les fcrnips qui contiennent les ('acteurs 
uidéteruiiités or <^^^ termes, comme on le sait, disparaissent tous 
dans la somme. Il vient donc en définitive : 

(19) 2»'"'Â'3?:-^a5--2i365^.= 5^- 

tt. Mais ou a identiquement 

d'un autre c6té si, comme je l'ai su|>posé, les liaisons nedépetidenl pas 
du temps, on trouvera facilement [* j 

^îai» 

et 

• ti djT, _ '/j-; _ ,1 d'ï 

' df^~dq^~ dqm d.miki* 



[*] MéHUdqm* «miO^Wj 3^ édititto, tosM 1*, note VI, page 4to. 
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en se rappelant que les équations (i4) donnent 

on conclul de là 

dxi ^ w dit 



et 

En ayant égard aux relations (ai) et (au), l'équation (ao) devient 

cl l'équation (19) 

7. Si l*on se refwrle maintenant à Texpreasion (i3) de on recon- 
naît que celle fonction peut se décomposer en trois parties : la pi-eniiére 
est homogène et du second dc^ré par rapport à r,;, Ç,. (f la désigne 
par T,; j'appelle T, l'enseuihle ties tenues qui sont du premier degré 
par rapport aux mêmes varfables; c'est4-dire (|ue je fais 

(a5) T, = i ^mtil* -i- 1,« ^ Ç«), 

(26) T, = S^'Km- 7*f )>»/-»- (Pxi- 

quant à la troisième partie de T, c'est précisément la foncliou G des 
(•quations (i5}, en sorte que l'on a 

T = T,H-r,4-G. 

L'introduction de ces notations permet de simplifier Téqualion (a4); 
en effet, d'une part, 
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et, d'autre part, en vertu du théorème desfonctioas homogènes, 

£n sabsiiiiiaiii ces valeiin dans réqnaiton (s4)> supprimant le» 
termes qui se détniisent, il vient 

équation qu'on peut aussi fcrire 

(\V\ '^T. ./T._ rf(U + K) 

On <)l>tienilra n t'-qiiaiioiis do nn'ine forme, en altribiiant successive- 
ment à l'indice m cliacune des valeurs i, a,..., /i; et l'on formera ainM 
les équations diflérentielles du mouvement relatif dans un système 
d'inconnues quelconque f*,.*., g», inconnues que nous supposons 
senletnent réduites an plus petit nombre possible par le moyen des 
éqdHtions fie liaison. 

l.e:» ec^tiations que nous venons de trouver remplissent, dans noire 
manière d*étudier les mouvements relatifs, le même r6le que les équa- 
tions célèbres de Lagrangp, dans la théorie ordinaire du mouvement 

absolu. 

J'ai déjà dit que ces équations de I»i^raiit;e. servent (lour des 
variables quelconques, s'appliquent évideniuieiit au cas ou les va- 
riables sont les coordonnées relatives ou des fonctions de ces coor- 
données; et il est à peine nécessaire de fiiïre remarquer que, si nos 

('•cHi^itions f on l\' on! iiiif forme différciife de la fortne connue, 
c est que T est ici la deuii-force vive relative. Un aurait toujours, avec 
Tillustre géomètre, 

d dl' ^ dV _ tlU 

si l'on désignait par T la demi>somaie de» forces vives réelles de tout 
le système. 
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8. Pour passrr <\f \.\ forme (IV) à la forme canonique, il n'y a qu'à 
fairi' subir aux équations précédentes une tranfifomiatioM tout à fait 
pareille k celle que Poîmod et Hamilton ODt appliquée aux équations 
de I^agrange. Poiom donc 

Kl profitons des n équations qu'on obtient en faisant successivement 
dans l.t prccédentr m — ui. . , jiour éliminer 7.,, .., fy„. En 
remplarant ainsi cva dérivées par des expressions qui contiennent à la 
fois p,f p„ et ^at >1 est clair qu'on altérera les valeurs 

de* dérivées de T, par rapport à ces dernières variables. Le calcul sui- 
vant va nous donner entre les dérivées, prises dans les deux systèmes 
de \ ariahles, les relations qui nous sont nécessaires pour achever la 
trausiormation. 

La quantité considérée comme fonction de q^,.-., 9.; q\, 
9 tfM 9.» Mt homogène et du deuxième degré par rapport aux déri- 
vées; et Ton a 

ce que l'on peut écrire 

Prenons la variation des deux membres en iaisant varier toutes les 
variables à la fois ; il vient 

on, en supprimant les termes qui se détruisent, 

(•9) *T=:2,i*^-2^<^y.. 

Ola posé, rappelons-nous que nous avons fait 

T = T,-hT,-l-G, 
d'où, en remarquant que 6 ne contient ps les dérivées des ioconiAies, 
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«» q"« est ^gal a 
d'où enfin 

{3o) *.S='^/'*+<^-S'- 

D'un autre côté, T| cet du premier degré par rapport aux dérivées ^i^; 
par suite les quantités ~ en sont indépeixlsnies, et ne coutiennenl pas 
d'autres variables que 9,, 9,,..., q„, donc 

* • ^ - *ï • 5ç: • 35Î + • • • + • 5ÇÎ • 

L'équation (3o) devient ainsi : 
et l'on a enfin ponr la variation de T 

le signe ^ se rapportant & l'indice m. 

Tel est le développement de ^T suivant les variations des quantités 
Pm et fa* Si àaac on considère T comme une fonction de 

Z'»; ?M ?if > 7<ii le coefficient de chacune des variations ipmt àq^ 
fera connaître la dérivée partielle de T, prise par rapport à la variable 

rorrespon<lante : donc 

(33) 

Rcporton8>nous maintenant à l'expression (a6) de T,, et remplaçons 
Tom VIII (a* «M*). - Jtsviw iM3. 3 
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Vit Çit par knrs vnleurs en fonction de , , 4 * il vi^' 

DoncTi -I- 36 est une fonction homogène du premier degré de x'„ 
/i, s',, et perlant de *ftf^t ^ pli» 

rfT, _ i/(T,-t-aO) 

donc 

= 35Î = T, + aG, 

et l'on peut écrire l'équation (33) 

dT _ r/T ^ rf(T.-raG) //ir,-G) 



(35) 



«'fa «'ya ''fa dq^ 



La dérivée par rapport i <inî figure dans le premier membre de 

cette équation, est prise en supposant T exprimé en fonction des va- 
riables et <j„ ; celle du Iroisietoe, au contraire, a été formée avant 
la substitution dep,,pi,...y p„f k la place de 7',, • . • , 9. ; c'est donc 
la même que celle qui entre dans Véquatioii (37). Si je remplice celle 
quantité par la valeur, Téquatioo («7) devient 

d/^_ an 
* ~ dir.* 

Quant aux dérivée* par rapport an temps des vatriables 9^, eHet sont 
données par Péqnatiaa (Sa), que l'on peut écrire 

dq» _ dH 

puisque 

En dotuiant à l'indice m toutes les valetn s dont il est susceptible, et 
supprimant la caractéristique spéciale d, qui n'a plus de raison d'être, 
on arrive enGn aux équations du mouvement, réduites à la forme ca> 
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^ _ rfH 

tfpi dt rfy, ' 
dH ±, _dU 



\ dj, '^•_£iî. 

' dt dp* iS df, 

9. Avaiil lie passer aux applications, lécapitiilons fi) quelques mots 
la série des opérations a cliectiier pour mcUre en équations chaq«ie 
problème particulier. 

L^etpremoD générale de T| est 

T. = (Ç* + + r ) = î X"»!^" + ^ + 

On mira irabord à introduira» s'il y a lieii, dans cettt équation les 
quantités 9i, f,i.. .,f;,;9'i, 9'',,..., à la place des coordonnées et 
des vitesses ; on posera ensuite > 

dJ, ,11, _ rfT, _ 

Il ne restera plus enfin qu'à profiler de CCS relations pour éliminer les 
dérivées f'i * f»» • • • 1 9w* et à poser 

HsU+K. + G-T, 

pour avoir les équations diflérentielles du mouvement sous la forme 
canonique 

'lij: dn 'If, _d\\ 

dt t^t ' dt d^i 

10. Ainsi que je l'ai annoncé, l'objet principal de ce Mémoire est 
de montrer, par la résolution de quelques problèmes un peu plus 
compliqués que les problèmes ordinaires des Traités de mécanique ra- 
tionnelle, l'utilité des méthoidea de la mécanique analytique, et les 

3.. 



(V) 



dt 

dq, 
dt 
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nvant.igps multiples qui résultent de la rédiiclioii des équations dll 
rnouveiueiil à la foriiu" c.iaoni(jiie (l'IIaniihon et de Jacobi. 

Dans toutes les applications qui vont suivre, on ne trouvera pas un 
soul exemple de rintfgration d'une éqqfttioo différentielle : tout se 
réduira à des calculs algébriques, relatils à la préparation de mon 
système (le \ ari.ibles, et à une simple (^ii^idraliire 

On !>ait cil eflet que, dés que l'on posisode la moitu- des intégrales 
d'un sj'stéiue d'équations de la forme (V), si ces intégrales flatisfint à 
certaines conditions indiquées par M. Uouville on trouve immé- 
diatement par quadrature les intégrales en pareil nombre qui com- 
plètent la solution du problème. 

Or, dans tous les problèmes sans exception qu'on est parvenu jus- 
qu'ici i résoudre rigonreusement ou par approximation, cette pre- 
mière moitié des intégrales exactes ou approdbéea s^obtîent k la simple 
inspection des ('-quations diffi renlit'IU's du mouvement, ou plutôt de 
la fonction II qui définit à elle seule un problème de mécanique d'une 
manière complete. H n'y a doue pas lieu, dans les questions qui vont 
nous occuper, d'intégrer des équations diSE§rentielleS| encore moins 
de négl%er des termes qui gênent pour achever la solution de la ques- 
tion, comme sont ol)Iij;és de le lain^ !;i plup irt des auteurs qiu' ont traité 
ces problèmes-là par les procédés ordinaires, puisqu'un moyen des mé- 
diodes de la mécanique analytique, tout se réduit à une quadrature 
fort simple. 

11. Soient 

l' * = ? P*^ '/<»•••» P«i <). 

«I = ?i (/'m 7 Pn, 7«, 



(36) 



I = Ç„-, (p,, '/m- M P„. 7n» i), 



les intégrales connues, dont on suppose que le nombre soit égal à it; 
si l'on désigne avec Poisson par (a, |3) la fonction 



Im, \éft 4pi <4>f 



• 
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les condilioBs qui doivent être remplies par les intégrales s'exprimenl 
en écrivant qu'on a identiquement 

(3?) (««,«-•) s=o, 

l>oiir toutes les combinaisons deux à deux des intégrales (36); il £iut 
de plus qu'on puisse tirer de ces intégrales les valeurs àcpf,pti..',pmi 
en f,, q^t—t 7»f at alors la quantité ^ 

IIP peut manquer d'être une diflérentielle exacte \a quantité \ 
une fois connue par quadrature, on a pour les n intégrales qui rciitaient 
k trouver : 

(M) ^ = -2' t>.'=-^ ^- = -£:- 

Les intégrales (36) et (38) constituent oe qu'on appelle un système 
canottiquêf c'est •à'dire qu'elles véri6ent| outre les conditions (37), les 
suivantes 

l^a solution étant ainsi préparée, si l'on suppose une perturbation 
dans le phénomène, perturbation dont l'eliet soit d'ajouter à la fonc- 
tion H une certaine fonction û, les quantités |S|, ne seront plus des 
rnnstaiites. Ou trouvera leurs variations en eiprimant ÛCD ««^ jSi,...* 
««t P«f et intégrant le système : 

rf«< du rfp. rfn 

" rf^i' Ht ~ dxt 

VI. observons enfin que, dans le cas fie monvetnt'ots rp|;itifs ter- 
restres, les quantités u', v'fW'iat ^, y, sont des constantes; si donc la 
question qu'on cherche à résoudre est une de eelles auxquelles s'ap- 
plique le principe des forces vives, le mouveownt étant supposé absolu, 

le même principe ne cesse p:is d'être applicable au cas du mouvement 
relatif. En d'autres termes, la quantité II ne contenant p^s. le temps 
explicitement, on aura cvidemment toujours une premiere intégrale 
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des équations (V),en ègaLiHl oetle qaaotilé à uneofMWtaDtc arbitraires» 

c'est-à-tlire en posant 

(4o} « s H. 

CHAPITBE m. 

AVPMCATlOirS. 

SI". — êfouuemta de* pnfectUes dans le ««rfe. 

13. Gamme il s'agit, dam celte question, de délenniaer le mouve- 
ment d'un point libre, je fierai uiagedes équations (HI) du chapitre i". 

Ayant fait choix d'une origine quelconque, je prends le plan méri- 
dien pour pian des xt, je dirige l'axe des x suivant la parallèle à la 
partie nord de Taie du globe, ei je place sur la tangente an paral- 
lèle, dans lesens de la roiation diurne. 

Ce système de coordonnées donne pour les eomposanles de la ro- 
tation des axes : 

« = o, i3 = o, 7 = «; 

d'où 

Il = — nr, 
Y] =iy -t- nr, 

«t 

(a) T«i(|«-»-i»»-HÇ«)- «(XI, 

Eu6n, si je désigne par u i angle de la verlicalc avec 1 axe O2, angle 
qui est le complément de la latitude du lieu, et si je suppose que la 

mane du mobile soit égale à l'unité, j ui pour les composantes de la 

pesanteur à l'origine (c'est-à-dire de la force qui sollicite un point 
nialénel eu équilibre relalit, placé an point précis qui a été pris pour 
origine des coordonnées) : 
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J'admettrai que c« équatiom domeot aussi les composantes de la pe- 
santeur en un point quelconque (x, j', z), c'est-à-dire que, dans tonte 
l'étendue de l'espace parcouru par le projectile, la pesanteur reste 
constante en intenailé et en direction. 
A)on, si l'on n'a pas oublié que — tt*, — 9^, — i*^» mmbI raspeolîve- 

</K. €iYL </K 

OMnt à ^> oo pourra écrire les équations (3) ainsi: 



A ^ -ycosw; 
d'où 

(5) U RsB — g(xsiiiu + scosm). 



On a d'ailleurs 
donc 



U,= U + K-*-G, H = U, -T; 



(6) H = — ^(xsiua -H acosw) — ^(^^-nj* + «(«"fl —J 1); 
et les équations dîOéraniiellesdtt OMNnieinent sont : 

On connaît déjà une intégrale de ces équations; c'est cell» des forces 
vives: 

(8) a = H. 

Pour en trouver deux autres, uous remarquerons que les truis der- 
niérps équations dtfKrenlieUes contiennent setUement les variables q. 
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n-, Çi dfrsoiie qu'on peut eooddérer sépartmept 1« ajstème 

;• V = ^ = ^ 

gmm — mn fOMM* 

dont lesintégiales sopt : 

>. ' 

II) ♦ «, = — arc tang = 

I i. Pour achever la solatîmi du problème, il faudrait itiaiiil<»»>aiit 
résoudre les équatioDS (8), (lo) et (i i), par rapport à i], ei former 
la quantité 

Cominc. ainsi qu'il est facile de le vérifier, les trois intégrales 'a\ [y., 
(a,) salihloiit aux coiulUioufe df M. l.iouviUe, l ex[jre.s.sioii cjui ligure 

dans I t quation précédente sous le sigiie^ es! luie différentielle exac te, 

et Ttutégration de cette difiéreotielle exacte ferait conoaitre ta fonc- 
tion V. 

Comme il n'est pai 0%dftrnf nemeM pomible de tirer $, i), Ç des équa" 
tiona (8), (to) et (i i), ou pourrait résoudre ces mêmes équations par 
rapport à i}, a» et remplacer V par la quantité 

qui jouit de propriétés analogues i mais l'inl^rat ton s'aciieve élégam- 
ment comme il suit 

Let équations (lo) et (i i) peuvent s'écrire» en introduisant un angle 
auxiliaire 6 : 

I = a, cosô, 

g tint . « 
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En substîtuiiiit CCS valeurs dans TespresMon de V, on trouve : 

d'où, eu intégrant par parties, 

(l4) * 

- y [a, {j'cmB - *«n9) ] d$. 

^^ais on tire de l'équation a = H, en y mettant les valeurs (la) de 



a, ,r cosô — .rsm 9) -f- — 

l5) { 



multipliant les deux membres par (1$ et intégrant, il vient 

(•6) " , . 

■ 1 L. " — — T . . 

V V y» »« a«» 3 

La quadrature qui se trouve dans le premier membre de celle ëqii,-i* 
lion est prccisrmiMit ceWi' qui figure dans rexpreasiou (i4) deVjet 
en la remplaçant par sa valeur, on a 



(«7) 



j; ^~^"■*•î^?~*• 



lo. Il snftit n:aiiitt iinut ilt» dilïéreiilier cotte fonction V par i;i|>- ' 
j)orl aux c()n^,t;ult(■s a, , «j, pour obtenir les trois dernières iiilé- 

Toiiie VIII (i« bcrie). — 186J. 4 
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gralcs 

(.8) ,3.=_a,î-[(.,-£=ï)cu,5+jM.,«], 



— S— 



.Sons celte forme, les intégrales sont tlisposécs telle sorte <|iie 
chacune de» nouvelles est la conjugiu'e de celle des preiniere> qui 
porte le même indice^ c'ett-ft-dire que Ton a 

en d'autre* termes, lee inlégrales et, |3, (3, , |8,, forment un sys- 

tème ranoniijue; et c 'est sous cette (orme qu'il f iiHlr iil les conserver 
si l'on voulnit f:nre varier les cunslaiiles arbitraires, [lour étudier par 
exem|)le les intlucnccs perturbatrices de la résistance de l'air ou île la 
variation de la pesanteur sur le mouvement. 

Je puis aussi écrire les dernières int^;rales, en désignant par y, 
y, , fi, trois nouvelle constantes arbitraires : 

(.9) )(x-£2ïîï)cosÔ4.j.ine^i(v,-S), 
( 



enfin je inel:» l'équaliuii (i5j des forces vives sous la lurrae 
(ao) .rcosô - sin9 = C, 

en ayant égard atia équations (19), et posant 

16. La première des équations (19) indique que I angle auxiliaire $ 
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décroît avec le temp d'une quantité proportionnelle k la rotation de 
la tcrrr ; les autres* jointes à t'équation (ao), sont lea équations de la 

trajectoire. 

Prenons sur i'axe lUs r et dans le sens positif uue longueur 

OAsi^^^i par Je point A ainsi déterminé menons un axe Ajti qui 

fasse avec Ox un anple 5 cnmpt*'-, en nvrtnl égard à son signe, dans le 
sens de la rotation de la terre; traçons un deuxième axe A^, perpen- 
diculaire à Ax,, en continuant à tourner dans le sens de la rotation 
de Ja terre; prenons enfin le troisième asA à a, parallèle k Oa et 
rapportons la trajectoire aux trois axes mobiles A«i , Ajr, , AS|. 

Les formules de transformation sont 

I j'.=7cosÔ-(*-£ÏÏS!:),io9, 

( »! = »■ 

l/e& équatiousi de la trajectoire deviennent dans ce système d'aies : 



(aa) r'« = C, 

out en éliminant l'angle auxiliaire 6» 

(.3) 



*.=7s+ în?-^«»+y.-»-j « 



équations «l'oiic parabole dont le plan tourne uniformément, ainsi que 
le plan x, A z, , avec une vitesse égale et contraire 1 celle de la terre, en 
restant à une distance invariable de ce plan «1 A a,. 
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I II. — Mouvement d'un corps solide de révolution cnmp/cifnient 
libre de tourner autour de son centre de gravité maintenu fixe sur 

la terre. 

17. Je nipportf le inoiivciiicnt aux ;ix( s que j'.ii d«'ja eiiipluyés clans 
le problème pri''C«'tlt-tiI, «le sorte que les v.ilt urji ties qiiantilés a, {"5, y; 

)}, Ç, restent les mêmes. Quant à lu ionctiou '\\ dont j'ai donné 
IVxprcMion générale an M° 9, elle devient, en a) ant égard aui valeurs 
de j8, y» 

( i) 1 , _ r « 2 « {xf —j-^l ■+■ 6. 

Cela posé, on sait que les liaisons dn système permettent d'expri- 
mer les coordonnées de chaque point mobile au moyen de quantités 
constantes, et de trois angles variable» 0, ff, 4», dont \oici la définition. 

Si je désigne par Ox,, Oj'«, l)z, les trois aies principaux d'inertie 
qui se crcnsent au centre de gravité du solide considéré : 

6 eit l'angle de Oz,, avec Os; 

4* — go*> est l'angle que la projection de Oz, sur le plan xOj tait 
avec O j: ; 

f est l'angle que Ox, fait avec la partie de Tlntersection desplans- 
x^Oji eUxOjt déterminée par l'angle 4*. 

IjR solide dont nous étudions le mouvement est supposé de révolu- 
tion autour de Or, ; ou, plus généralement, les moments d'inertie au- 
tour des axes Oa-, et O^, ont une valeur commune A, C étant le mo- 
ment qui se rapporte au troisième axe Os,. 

Les quantités qui entrent dans le deuxième meinlxr de I't'cpia- 
tion (i) ont alors les expressions suivantes, dont le calcul ne présente 
aucune difficulté, et qui sont d'ailleurs bien connues : 

/ T = i [A ( 6'^ + . f ) + C (f H- cos 5 )»J , 
(a) j 2 *» {xf—J^) — A siu^C.f C 00* 5 (ç'-t- f cosô), 

f G = ^it*(Asin*d + Ccos*d); 

i a 
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d'où 

(3) \ ^* = 5(At9"-f-siii»6.f' ) -+-C(f 4 f co8Ô)«J 
I -t-n[A siii»S.f -t-Ccosô(f -h f cosô)j + (i. 

Oil (iédiiil (le cette équation les Viileurs ih's variables conjuguées de 
6, 4» ?> (|" introduire à la placode ô'f pour l'application 

de i'i iiiéthude ; ce sunt : 

Cl Y 

« = B C(y' f on») -f- Client. 



Je tire de ces équations 



▼-~ÂS5» "» 



je substitue ces valeurs dans l'expression de T, et il vient 

D aillciirs, comme le rentre de gravité est inniiiU'iiii tixi , i,i [)c>an- 
teur est détruite ; or nous avons trouvé pour les coiuposiuUes de celte 
force supposée conslaiile: 

-j- — /ll<t^= — t 

tfyt «6^1 
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donc réqiiatiop qui exprime que la pesanteur est déiruite est 

U -I- K s o. 

Dans cette hypothèse, on a simpleiiH-iit : 

U,=:G, 

d'en 

(6) H = G-T=-ir?^.il^4^+;;UiiY. 

* ' * L* Ann»§ Cj 

18. Sans qu'il soit besoin d'écrirti les équations (liiiérenticlles du 
problème, il soffit de se rappeler leur forme, et de remarquer que H 
ne contient ni ni f , pmir voir que deux de ces équations 

dr=*»* Â = 

.sont tnunécliatement inlégrable». 

En réunissant aux intégrales ainsi obtenues sans grand effort de 
calcul l'intégrale connue des forces vives* et remarquant qne les con- 

«Jitions d'iiit«^f;rabililé sont satisfaites, on a df suite tout ce qu'il faut 
pour former la fonction V et par consHjueut pour achever l'intégra- 
tion. Nos trois intégrales sont : 

( « = H. 
(«. = ♦• 

Ia résolution de ces équations par rapport à T. 4 et 9 ne présente 
non plus aucune difficulté. £n eifet, on a d'abord 

Y sa,, «sa,; 

ft une lots ces xaleurs connues, en a^ant égard à l'expression ^6) de 
H, on tire de l'écpiation H s a : 
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rdatioo que j'écrirai ainsi : 

(8) e = jj^v— v*' + *'J -+-2«I"i'co>.5 ['iA^Mi -II; - i/i- ij*^]sin'&, 

en Élisant /i = ^« et remplaçant les constantes a, Og, par les quan- 
tités H, V, <P, qui leur sont égaies, et dont la signiScation est mieux 
indiquée. 

De là l'expresaion suivante pour la fonction V: 

^^\~^S V»)-«-a«Vco8Ô [aAtnl' -Hj - (ex- i)*'j8in*5. 

La quadrature qui se trouxe dans cette expression étant eflectnéet 

il suffira de différenlior la fouclion V p^r rapport aux constaules a, a,, 
«2» ou aux quantités H, ^, qui tienueut ia place de ces constantes, 
pour avoir les trois dernières intégrales : 

ft- ''^ 
1 " <t« 

On [jeut aussi déterminer chacune de ces intégndes sépari'uient, 
en appliquant à Téquation (9) les régies de la différeutiation sous le 
signe somme : c'est ce dernier mode de calcul que je choisis, et je 
commence par former TtjUégrale qui contient le temps. 

19. On trouve pour cette in^rale 

j' ùndfti 
^ _ {«t + ^. oq»S H- A {» V - H ) — (,» — I) tin's' 

out en posant cos 6 = jr, 

J yaA «V— B)— T' — fji«*-|>2«<rx— [aA{/iV— H)— (j« - 1 ^♦'Jjr» 
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Four intégrer celle expression, je remarque que la quantité 

aA(iiV-H)-(fi- 

«*l toujours positive : elle est même loujours pluii grande que 'l>' tl que 
Y'. Pour s'assurer de ce bit, il suffit de subsHttier i H sa valeur (6) ; 
ou trouve en effet : 



(■«) 



I A ( « 4^^ - H ) - (I» - I ) = + e» + LLZ|1^ 



équations qui démontreni ce que j*ai avancé. 

copfficieui (le .r' sous le radical étant ainsi toujours négatif, je 
pui» représenter ce radical par 



(<3) M^i — cos*wr=M8inw, 

t>ii (I* Signant par w un angle auxiliaire donné pr une équation de la 

loitne 

{'4/ cosco = fla — i = tf cos5 — 6. 

J'introduis ainsi trois coiniciciits indi tcruiinés M, a et A, qui nous 
pernu-ttront d'identifier notre radical avec l'expression (ili)} en efiiet, 
ou clou avoir 

pour toutes les valeurs de X. Or ceci entraîne les trois tqualious : 
I M'rt»= aA(nV~H)- (fi- I)*», 

qui font connaître nos trois indéterminées M, a et 
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Oo peut alors fiiilistituer dans l'intégrale (u), k la place de jr, la va- 
riable (0 définie |)ar l'équation (i4); et rezpression du tenp* devient, 

par un calcul très-sunpie, 

(.7) (»+«=sf7-. 

œ qui donne pour U valeur de Tangle auxiliaire «* 

« = lt(«-|.j9), 

en posant 

Ma V 

L'équation qui donne 9 en fonction du temps s'obtient en éliminant 
a entre les équations (i4) et (i8); on a : 

acos$ — 6aa casK(l -i- /9), 

ou, en reuij)l;t<;anl « et A par leurs valeurs tirées des équations (iG), 



(19) A» K' COS ô = -H Va» il* - VA* K» - y» co» K. 4- 

20. PaaKms au calcnl des denx dernières intégrales, etcherchoos 
les valeurs de ^ et 4r* 



On a 



(ao) 



(*') 



-A»r-=^ 



(«•-f. V) -t- 3 *<r cas 9 + A»K' 



dalifO 



Dans l'expression de p, entrent deux quadratures ; je représente la 
première par <|>„ je vais la calcakr tout à Theure; la deuxième est, i 

Tmi* Vni (s* iltb). - fitMtt iSO. 5 
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un fiicteur oomtaot près, celle qui esl^gale à |l -4- 1, de sorte que l'on a 

I '-'^J /3,-»- ;= I, -«{jS-i-l); 

on trouverait dtt inétue 

(ai) jS,+v = + 0 J.(j3 + 0 = + 

en désignant par ^, la première qitadr»lare qui figure dans la valeur 
de et posant 

Il ne reste pins qn';! trouver les valeurs de et fti or ces valeurs 
sont Uotinccs par les équations 

(a5) coso,=:- ———— 

comme il estfecile de le vérifier. 

81. ÏJ» équations (19), (a4) et (a5) s'interprètent géométrique- 
ment d'une manière remarquable. Posons en effet, en introdnisant 
deux angles constants y, et 7, : 



W s AKcosYi, 
41 = AK fM»7„ 



ce qui est permis, puisque j'ai prouvé que M'a* ou Â*l^' est toujours 
plus grand que V* et que Y* { on peut alors écrire les équations dont 
il s'agit sous la forme : 



cos 9 = cos y, cub y, + siu 7, sin cos K(t -f- jS], 
(37} ' cos 7i SB cos 7, cos 9 H- sin 7s sin 9 cosf,, 



i 

I cos 7, s cos 7, cos 9 H-«n7iSin9 cos^'i ; 



ccst-à-dire que K + p), el sont les trois angles d'uu triangle 
sphérique dont les côtés respectivement opposés sont» $f 7,, 71. 



PURES ET APPUQUÉES. 35 

88. Concevons que du point O comme centre on décrive une sphère 

de rayon quelconque; soient jr, s, J^o *•» points où cotte 
sphère, est percée par les trois axes coordonné* et les axes pt inci|)aux 
d'inertie dn corps; supposons enfin, poin> un instant, qu'on néglige 
le terme — n(|3 -4- <) dans la valeur (aa) de ifi. 

Je mène un arc de gmnd c i rrle 2 A, qui fasse avec zx un angle égal 
à — (90" -f- f?,); je prends zA — 7,, et je <lis que le triangle Z3|A est 
précisément celui dont j'ai parlé au u' 21. tn effet, le coté xA est 
A 7iy le côté as, est ^al 1 6, et quant à l'angle compris entre ces 
deux o6téa, on a : 

»,»A = ,|, — 9o« — {- <)tf» — /9,) = j3, 4. =s 4»„ 

puisque je supprime pravisoiremeut le terme — 4- /}. 

Il mit de là que les antres éléments du triangle ont les valeurs que 
j'ai Indiquées ci-dessus; ainsi l'angle dont le sommet est en A se 

trouve égal à K ( / -(- /S), et le côté As, est égal à y... Donc 

Si l'/iu cnnçnit an arc ih' grand cercle cgal à '/j tjiii tourne r/ni/armr- 
iiicnt autour de son ejutieuuicjun; A, avec une vitesse an^iUaiie égale 
à K , VextrànUé nvtbiie tie cet arc de grand cercle sera à chaque instaru 
te liw du point r, . En d'autres termes ^ taxe de ^gurc du corps dé- 
crit un cône de révolution qui a pitur axe OA, et pour demi-Migie au 
sommet ft, 

Ponr se bire une Idée complète du mouvement du corps, il faut sup- 
poser que, pendant que son axe de figure décrit le c6ne que j'ai défini, 

les axes Ox, et Ojr, tournent eux-mêmes autour de cet axe de Ggare 
avec une vitesse constante égale à R'. Les éléments constants du mou- 
vement K, K', fi, etc., sont des fonctions de«i constantes arbi- 
traires qu'introduit l'intégration ; ils se déterminent au moyen des cir> 
constances du mouvement initial, qui doivent être connues. 

On déduirait facilement de tout ceci que, si l'on (ait toujours abstrac- 
tion du terme — «(j3 •+• le mouvement peut être considéré c omme 
produit par le roulement d'un cône de révoluiiou lié au corps, sur un 
autre cône de révolution qui serait fixe par tapporti la terre,etdontraxe 
serait OA; mais je ne m'arrête pas ii développer ces résultats bien connus. 

83. On a reconnu dans les lois qui précèdent celles qui régissent le 

5.. 
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muavement de rotation des corp» dfl révolutîoo, rapportés à des axes 

coordonnés immobiles. Ainsi, tant qu'on ne tient pas compte du terme 
que nous avons supprimé dans l'expression de |, les lois du mouve- 
ment relatif ont absolument la même forme que celles du mouvement 
absolu. 

Si Voù analyse mainleoant rinfluonce de la rotation de le terre, on 
trouve que cette influence est double. 

1° Elle modifie d'abord les intégrales premières (7), mais sans nen 
changer aux lois du mouvement, comme le prouve la disenarion pré» 
cédente. Seulement les déments de ce mouvement ne sont plus les 
mêmes; en efiet, les constaaies arbitraires H, 4^ et ¥ ont pour valeurs 

IH= -nMAsin' 5o + Gcos'ôo) 
- i[ A ( y,»-*- sin' 5o ^V) + C .^ f„ cos Q,)'], 
sin» 9o ^'0 Ccos0o(<p'o + VoCos $p)+n{k sin* C cos* floK 
«s=C(r'« -t- cos^a) -(- Cmcos6„ 

comme on le trouve en foisant < » o dans les équations (4) et (6). Si it 
était nul, on aurait Amplement : 

( H = - i[A(e'„*-f.sin*Ôo + t: (?'n -H ^'0 cos5„)^l, 
{»9) ! Y = A sin» 0„ f „ -i- C cos l?'o + cos Q„), 

( ♦ = C{9o H- i'oCOSÔo)- 

Cette même influence se manileste encore en introduisant le 
terme — i ) dans l'équation (aa), ce qui modifie les lois précé- 

dentes. Hour passer d'ailleurs du cas 6cttf que j'ai considéré d'abord 
au cas du mouvement tel qu'il a réellement lieu, il suffit de supposer 
que le point A, ;ni lieu d'être fixe, tourne lui-même autour de O:, nvcc 
une vitesse constante égale à — n. La combinaison des trois mouve- 
ments de rotation que j'ai définis et qui ont lieu autour de Os, OA, 
Ozi, avec des vitesses respectivement égales à — n, K, K', résout le 
problème que je m'étais proposé. 

24. Nide de l'auteur (1863). — La solution que je viens d'exposer 
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est pour ftîDii diM exctutivement géométriqne} elle revient en défiiu- 
tivf à rapporter nu monvomcnt bien connu à un système particulior 
d'axes coordonnés, et die est parfaitement rigoureuse, si i'ou néglige 
let wietkMM ét U pesiateur. 

Ploaieura auteur», et entre aatres won ami M. Restl |*], ont traité 
la même question par la méthode de Coiriolie, en cherchant le couple 
résultant des forces apparentes et appliquant ensuite la théorie ordi* 
naire de la rotation des corps solides. 

Sans développer les calciih auxquels conduit cette méthode, je 
donnerai ici les composantes du couple terrestre, suivant trois axes 
qui sont respcc live ment ; l'axe de figure du corps, l'interbeclion de 
l'équateur do ce corps avec notre plan des jcjr^ et enfin un troisième 
axe perpendiculaire aux deux premiers [**]. 

le conserve les mêmes notations que précédemment; de plus, je 
désigne par n, la projection d» la rotation ùutantanée du corps sur 
son axe de^fif^urti c'eftt<4>dira que je fais, pour simpUfier, 

II, ss f ' -4- 1^ C0S9. 

Gela posé, les trois couples composants sont ropectivement : 
1* Sur l'axe de figure, 

NsCnsind^ri 

a" Sur la ligne des ua uds, 

N| s — Cfttt« »n$ -I- (A — G) II' sind cosd + An sin 6 cos$ ^ ^ 
3* Enfin sur le troisième axe» 

Na = — Ancoed 



[*] Annales tics Mines, S* lérie, psMÎiB, «t Ttmiii d» Qnémait^ pun, i volum; 

Mallet-Bacht'lier; 1862. 
[ ** ] Os axM, doat l'idée fort isgénietne ett due à H. Resal, sont moliile* * h fois 

dans le corps et dans l'espace. L'emploi de ce système de courdnnnres <>implifie beau- 
coup I'expoiirioo élémentaire de la théorie de la rotalioo des corps, qui ont deux de 
leurs moments d'inertie principaux égaux. 
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Si l'aM du corps esl aaiotcou fixe sur 1* terre, on a 




les oouplei N et umt nuit, et le couple N, devient 

H', ss — Cnn, siD S -h (A — C) n'«in0 coifi, 
soit sensiblement 

N', = — C/j«, sill 5, 

en négligeant le terme multiplié par n' . 

Dans ce cas, l'influence de la rotation de la Icrie se traduit par une 
sorte de pesauleur qui tend & entraîner l'axe de figure (lequel est aussi 
axe de rotation effectif) dans la direction de l'axe terrestre; c'est pro- 
bablement li ce que l'on a appelé la tmtkaico des axes de rotation au 
paraUêlismr. 

Mais une chose qu'il importe bien de remarquer, chose caractéris- 
tique de ces forces apparentes qui dépendent des vitesses» c'est que, 
dès que l'axe du corps se déplace, cet axe se trouve immédiatement 

soumis à trois nouveaux couples; tout comme un corps cpii tumlu 
obéit à la force centrifuge composée, tandis qu'un corps en équilibre 
n'^t soumis à aucune action de ce genre. 

Réduire le couple terrestre au seul coufde N',, c'est en quelque làçon 
négliger la force centrifuge composée dans l'élude' des inouveini'nts 
pendulaires ou autres; et mes formules uioiitrent bien <ju«- l'iTrenr 
commise n'est pas du second ordre, mais bien du premier ordre pur 
rapport i la quantité très^tite n. Cette erreur pourra trés>bien d'ail» 
leurs être sans aucune importance dans certains cas particuliers, mais 
elle pourra ruissi «mi :ivoir une trés-graiid« dans d'autres; il sera donc 
prudent de prendre ses précautions. 

J'ai traité la question qui &it l'objet de ce paragraphe avec ti'iis>>ez 
grands tiévflop|M-me!ifs, d'abord à cause de l'importance du prol^lcine, 
et ensuite aliu de iaire voir combien ma méthode conduit lacilenient 
à une solution analytique élégante. 

Je vais montrer mieux encore combien cette nouvelle méthode est 
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naturelle, et cotnaient il seniMe qnVIIc constitue la véritable manière 
(le réduire les motivemenis relatifs aux moiivcmcnis absolus. Dans cer- 
taines questions, en effet (et par exemple dans celle que je viens d'é- 
tudier), mon analyse, ou plutôt celle de I^grange, fait connaître immé- 
diatement, et sans diflKrentiation ni quadrature, tontes les inté- 
^! tlc^ (lu mouvement relatif, quand on connaît celtes du mouTement 
absulti. 

C'est ce qui résultera de la résolution du problème que je traite dans 
le paragraphe suivant, problème dont celui qui vient de m'occuper 
n'est d'ailleurs qu'un cas particulier. 

§ III. — JUo$ipemenl d'un corps soMe quelconque autour de stm 

ce/lire Je gravité, 

2r». Je conserve les mêmes axes et les mêmes notations q«u; dans le 
problème précédent, en supposant seulement que les trois moments 
d'inertie principaux aient maintenant des valeurs ddtérenles A, 11, C. 

Désignons par , ç , r, tes composantes de la rotation instantanée 
du corpe suivant les trois axes Ox„ 0/„ Oz, ; c*est*à<dire posons : 

. p =. sin tf sni 0 . | -4- cos 9 . 6', 
(ly : 9 = cosf sind . >- siu f . 6', 

On a toujours 

(2) T, = T-f.«2«»(Jfr'- J'-ïcO-J-G. 

les trois quantités qui constituent le deuxième membre de cette équa- 
tion ayant les valeurs connues suivantes : 



(3) 



T = i(A/»« + B9« + Cr«), 

2 ~ J^'' ) = A /> sni y sin 5 -f- Hf/ cos y sin ô -»- C r cos 5 , 

G = wi' [(A sin' 9+ B cos> f ) siu* $ + Ccoa* d). 
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On conclut de là 

(4)Ti=^[A;j (p <l-2fi8iDf Hn0)-i- Bq{t] anoMfsmô) 

+ Cr(r+ a M cos 5)] -4- G, 

d'où, eo difiérratuint pur rapport mx variables f ^' : 



(5) 



dsA/ycosf — «Df -i-n(A — B)iinf cotf aiafi, 
«sC(j'-i-nco8 9), 

VB«ooi9-l'nii0(Apiio9-hBfootf)-i-ii(Awn*f+Bco«*f)sin*9. 



On tire de ces équations, résolues par rapport à p, r: 

1Cr = ♦ — Cncot$t 
Apsin 6 = eco«f tin9 ^"(Y — ^cos$)sin f — Ansioysin'S, 
Bf «n 9 s — ^ cos 9) oos f — 0 «n y sin d — Bn cos f sin* 5. 

11 but maintenant substituer ces valeurs dans Texpression (J) de T, 
opération qui donne naissance à trois groupes de termes : 

I" Ceux qui ne contiennent pas n; ils ont même forme ['] que si 
le mouvement que j'étudie était un mouvement ab&olu : je représente 
leur somme par T'; 

3* Ceux qui contiennent en fiicteor la première puissance de n : ces 

ternies se réduisent à — ftW; 

i" Riifin ceux qui sont multipliés par et il est facile de recon* 
naître que ceux-ci constituent précisément la quantité G. 



["] Mais ii'in la mt'me luilrur, rar les IvUres 4>, 0, T ne reprcvntent jias les mi'ine» 
• <|iiaulitc» dan» ic iitouveineiii n latif et dan» le mouvement al>solu. l'uur faire n = o 

4m» les équation diflSKoiielles que nous «Uoiii Irauver, il bndnit, d'une |iait, tnp- 
l>rim(*rtoii$ Ic4 terme» qui sont niuliipliés par n on |Kir une jniissance de n, et, d'autrt' 
juri, cbaoger la signiliration des lettres qui reniennent a pour ainsi dire à l'eiat lateol. 

L'«l9ilé de l'artifice que f « introdiiit dam oeu» ihfari» fteilie pvédsémenc de ce 
r|uc 1.1 signification dp» variablf^ fyiii figurent dans un svsiAmc <)'<V[viaiinn« difffren" 
tictics est absolument sans influence sur In calculs relatifs Su l'inlf ({ration de ces tqua- 
(ion. 
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l'ai done en définitive 

(7) T = r-nV + Oî 



d'alMeun, comue la pesanteur est détruite, on a U -H K. = o, et par- 
tant H s= G — T« donc 

(8) H = »i1'-T'. 

20. Négligeons d'abord le leniie /l'F, c'est-à-dirp pr(>t|niis simple- 
inenl li = — T'; nous aurons a uitégrcr lui sysitcine d ctjuatiouji dilFé- 
reniielles dont la forme ne différera pas de celle des équations du 
moUTenient absolu de rotation d'un corps quelconque, rapporté à 
des axes immobiles. Les ii)lf'<i;rales (!»> notre système d'équations au- 
ront donc aussi la luéme forme que celtes des équations du mouve- 
ment sImoIiI} puisqu'il n'y a pas k se (H'éoocnper, dans rintégration, 
de la signification des ▼ariables 6* ^, V, laquelle nW pas la même 
dans les deux cas. 

Soient 

(9) ! («.). 

ces intégrales mises sous la forme canonique (u" 25). On sait que si, 
à la foDction H qui caractérise uu problcme quelconque dont on pos- 
fède les intégrales (9), on ajoute une fonction perturbatrice il, les 
équations différentielles du mouvement troublé sont 

en supposant û exprimé en fonction des variables a, et p^, et du 
temps I. 

Dans le problème actuel, comparé i celui qui résulte do la supposi- 
fionHs:— T, on a 

(ti) Ù = nW\ 

mais comme les équations (6) sont indépendantes de Tangle ^, il est 
TwM vin (■• ««rit}. -nmm lias. 6 
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évident qu'il en sf-r i de même de T et de T'} et qoe par suite UM dcs 
int^rales du mouvetnent absolu devra être 

«, = V. 

Donc 1 expression (i i) de û, transformée en fonction des quantités eci 
et Pi et du temps, est simplement 

et tes équatioDS difTérentieiles (lo) deviennent 

-T = -f — O, 



(-3) i^ff-o, $ = 



— = o, ^ = o. 



Ces équations admettent pour intégrales 

^ « = a', ,3 = ,3'. 
{l4) , a, = a',, t^, = -H iS*,, 

( et. = /3, = 

c"' st-;t-dii e qu'il suffît, pour avoir les intc'-f^rales du inoiivenienf relatif, 
de retrancher nt du deuxième membre de l'intégrale et de cun-^ 
server les autres intégrales telles qu'elles sont. 

$ IV. — SfimfemeiU d'ttn corps solide de révolutùM dmt l'axe est 
assujetti à rester 9ur la surface d'au c6m,^e par m/^rt à ta 

terre. 

87. Je place encore l'origine au centre de gravité du corps, lequel est 

toujours supposé fixe; je prends Taxe du cône din c tcnr pour ;i\f' ilt!s 
z, le plan de cet ave et *lc la p;u*allèle à l'axe tlu monde poiu- plan des 
zx'i je dirige enfin l'axe des x suivant lu projection de la partie iior<i 
de Tax* de la terre, et l'axe des j^'A gauche de O». 
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Ce nouveau système de coordonnées donne 

j a — « sinu, 
('} /5=p. 

' 'j ■= Il C().s'jj ; 

(a) Tt = 'ï -i- ncMta^mipcy — )xf)-¥ n^\u<» 2î ~ ) ^» 

u étant l'angle de Taxft du o6ne directeur avec celui de Ja rotation de 

la terre 

Je coinnieiice par calculer les dillcrcntes quantités qui entrent dans 
la valeur de T„ eu introduisant le» trois angles, t^i, dcfiuis comme 
au n* 17. Remarquons seulement qu'ici 9 est constamment égal au 
demi>angle au sommet du cône directeur, c'est-à-dire que ^=0. 

Cela posé, on a 

T = i ( Asin'd.f » -». c: cos6. }')' ], 
y « (J^y - yx'\ « Asin» ô.f + Ccosd (f ' + cos6.t|/), 

(3); 

i 2 'O'^' ~ — A«inôcos68lnt|».i|f'-i- C8in9sin4*(f'+ cos^.^iOt 
I G = ^ii'A + ^M*(C~A)(cosucos9 + sinwsiodsini)'; 

expressions d*où l'on conclut 

T, « 5 1 Asin'M" C (f ' + cosfi.^r')* ] 

•t- Aiisin0(coBU8in9 — sin«*oos9sini)')4' 
-I- Cit(coBM cos9 + sin tt sin0 sin 4*) (f'-t- cosd.ij^) 
+ Gî 

et enfin 

i'l> =1 C;y'-h cos5.ii')-f- Grt(cos'.) cosS-i- sinusin^sin^*), 
1' = *cosS -I- A sin*ô.tj<' -(- A n sin 6 (cos u sin 9 — sinucos^siiif|>). 

Il faut maintenant, conformément à la marche que j'ai déjà suivie 

6.. 
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bien des fois, tirer des équations (5) les valeurs de t|/ et de f ' -i- cob9.^' , 
substituer ces valeurs dans l'expression (3 ) de T; et enfin, comme on a 
toujours U -4- K. B o, poser H s= G -> T. On obtient ainsi 



(6) 



) iC Ti A «n'A * ^' 

I -4-11 (costtsing— sinocos<8in4>) •♦-^n'Asin*MCos'<(>. 



28. Je connais encore imniédiatemeot deux intégrales du pro- 
blème, savoir 



(7) 



la jireinu 1 e i st celle des forces vives, la deuxième résulte de ce que H 
ne contient pas l'angle f. 

Comme nous n'avons actuellement que deux variables indépen- 
dantes, f et t^t ces deux intégrales suiBsent pour ramener l'intégration 
aux quadratures. De ces <leux équations, la deuxième est toute résolue 
par rapport à ^, et la proiuifre donne 



(8) 



T=*«M4±sin S v'-i.'! I — uj— 3AH+A'/i'— (<l>— >A«(cM«tCu9H-tio«»liaMli^)]' 
-f-A«iinS(cMt>«iiit — sinticoittinf ) 



Dans cette équation, tout comme dans celles du problème du $ II, j'ai 
posé g = fft, et j'ai mis partout H et • à la place de a et de a,. 
Il n*y a ph» qu'à former la quantité 

(9) V = H<H-*y-». Jwd^, 

ou, si Ton veut, à calculer directement, par des dilférentiations sous le 
signe somme, In deux dernières int^ales 



(lo) 
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La première, qui donne l'angle ^ en fonction du tentpe, est 



J v*'(i— fi)— 2AH +A'/i'— [4>— An(c(»wcose-»-$inMun6sini{i;}> 

OU, en reinplaçatu ^ pnr l'nnglp / = ) — go" (n" 17) que fait avec Ox 
U projection de l'axe de tîgure sur le plan xO^, 



(il) |S+«=±Asiue r 



I AU -HA'*'— [♦r-AA(oosNOotO-f-tiaw sio8oot](}]' 

89. Pour eifectuer l'intégration, remarquons que la quantité 

est une constante positive; e» eflet, si l'on a égard à la valeur de H. 
oo trouve 

I =A*siu*$x"-i-[*-Afi(CMucos0-t-sln«»sin9cosx)]S 

ce qui démontre ce <jue j'ai avancé. 
Ceci me permet de poser 



(»3) 



• — Aiicoswoaal • 



atlb étant deux constantes arintraires, dont la première sera, si l'on 
vent, easentîdiement positive, l'introduis dans l«i calculs snbaéquenls 

ces nouvelles constantes, à la place des quantités 1> et H. 
L'intégrale (i i) devient alors 

en faisant 

a-i-6=/>, a — b = ^. 
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Posons enSn 

il vient 



(i5) a:i.t=:iz-^ l _ 



La quadrature qui figure dans \c deuxième membre de cette équation 
dépend des fonctions elliptiques de premiere espèce; on l'obtient sous 
la forme ordinaire en posant 



en eifet, on trouve ainsi 

fl^_^_^ ' r 

jviinw ^- (I +/.) (i + 7) J ✓(! — «»lr'> 

d'où* en inté^nt, 

(.7) r^-^nam^J^:^ ^''^ ^'^" i^^ih 'n} 

la constante arbitraire ^, jointe à I, permeilant de supprimer le double 

signe ±. 

Je puis transformer l'équation (17) au moyen de la relation bien 
connue 

sinam(iu, m) b i tangam (u, m')y 
où, comme l'on sait, 

isv^— I, in's^i«- m*. 

Si je pose 



(r8) n, = j nsin» v(n-/»)(n- 

il vient 

j' = iiaogaOT[n,(r-»-pj, m'J, 
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d'où 

(19) x = tanglx= iaugam[n,(i H- m']. 

Avant de discuter cette expression, c'est-à-dire de faire diverses 
hypothèses sur les signes et les grandeurs des qu.uitit' s /M t y? 
commencer par examiner quelles sont celles du ce& hj^potlicses t^u on 
devra rqeter. On verra |Mr les remarques suivantes que les divers cas 
particuliers se réduisent à deux principaux : celui du mouvement 
continu et celui ilu niouvenient oscillatoire. 

I" J(> dis d'abord que t +p et 1 -f-f ue peuvent ni l'uu ni l'autre 
être négatifs. 

Si Ton avait, en elFet, 

ijr<— I ou a-rA< — I, 

on en conchirail 
d'où 

et à fortiori 

puisque a est essentiellement positif. 
Des deux in^lités 

<i<-it p>t, 

on déduirait 

q -f- cosx < o, p — co$x > o, 

c'est-à-dire que le radicai des expressions (i4) serait essentiellement 
imaginaire. 

CNi démontrerait de même que 1 + pne saurait être néfi^aiif . 

On conclut de là que/i| est toujours réel. 

i> + i t'Uni toujours positif, il doit en t'ire de même de fi — 1, 
sans quoi la valeur (ig) de x serait imaginaire, ^l^ étant réel. 

Il y a donc en définitive lealenent deux cas à distinguer, selon qiie 
I 7 est positif ou négatif. 
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Premier cas : i— (Jp<o. i — p étant aussi négatif, la quantité m est 
réelle, cl il est facile de s'assurer qu'elle est plus petite que >i, donc 
m' est éf^Iement réel «t plut petit que i. On peut prendre m' pour 
module d'une fonction elliptique ordiunire; et si Ytm pose 

on aura 

(20) Ufig'-/i^\J^-^\m%am(n,i,^,,), 

en supposant que l'origine du temps coibcide avec l'instant où l'axe 

du solide considéré est dans le plan méridien. 

Ou voit d'après la formule { 20) que l'angle ^ P**»"' passer par toutes 
' les valeurs comprises entre o" et 3tio". Le mouvement est coniion. Lu 
durée d'une réw»ltttion dépend k la fois do coefficient it, et du mo- 
dule à,. En désignant, avec Jacobin par Ri la fonction complète qui 
correspond an module ki, 00 aura 

T = 

Datxième cm : i — 9>o. m est imaginaire, et par conséquent 
mf plus grand que i . Je pose alors 

— *V « 

et (ximuie 

tang am {u^ i j = ^CMCOom (j» [•], 
je puis remplacer la formule (ao) par la anivanle 

»«g; X = cos«wm[ii,(/ -H /3), fc,], 



[*1 FtMrfvMOHM iMM, p. 70. 
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où 

». • r 
Ri 

Ëafin puisqu'on a d'une manière générale 

COmM>IIIK8SC4MA<ll(K — u) sa COS 01» (tt — K.), 

la constante arbitraire me permet d'écrire l'équation précédente : 

Ici tang j X seulement de ^ ^ — ^j^^; c'est-à-dire 

que l'axe du solide accomplit des oscillations symétriques de part et 
d'autre du plan méridien, la durée de chaque oscillation complète 
étant 

T = iîi'. 

31. L'amplitude des oscillations est d'autant plus grande qtie ^ 
s'approche plus de l'unité, et d'autant plus petite que cette quantité 

est plus voisine de — i . Les deux cas limites, ç = i et 9 — — i , corres- 
poii(i(»nt à l'équilibre relatif-, on a alors yi = constante : o" dans le 
deuxième cas, et iSo*' dans le premier; on sait d'ailleurs qu'il y a 
stabilité dans Tune des positions et instabilité dans l'autre, et que la 
stabilité a lieu quand la rotation du corps autour de son aie de figure 
est de même sens que la rotation de la terre. 

Si I -f- 7 est une quantiti- très-petite, le module h, est aussi Irés- 

pelit, et l'on peut remplacer la fonction complète P^i* ou, si Ton 
veut, par ^ [^1 + ^'j • Eo t'en tenant à la première valeur, on aura 

y . A «g » 

^* ' »i ««in«*t^ î^«> (1 — |i) — aAM -h A'«'' 

f m(V iMa).— rtnin iSS». 7 
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I.e. double sf^ui- doit être pris sons le r.idical de nianicre A rendre 
celui-ci réel. I'.n t tlet, j'ai dit J que jc prenais pour a la valeur 

positive de \ a^, done 



en 



V*' (i — fti — aAH A /»' 

ayant soin de prendre le signe +- ou le signe —, selon que 

Awsin'jj sin 5 ou illUi p^t nositil ou négatif. 

«smv ' " 

Si dans l'équation (ai) on fait < = o, i + y étant toujoin-s supposé 
Ires-pelir, on a 

cos/o = — = ! H peu près, 

si de plus je désigne par No la projection de la rotation initiale du 
corps sur son axe de fignret j'ai 

(5 bit) « = C [N« + f» cos (u - 6)]t 

{ I û Ois) a = i — . . . " 

Cette valeur de a a été obtenue en rein|)lurant le numérateur de l'ex- 
pression {i3) par SB valeur tirée de l'équation (la), et eu y disant 

fusuile t = o. 

» 

Si l'on se reporte moiatenant i l'équation (a 2), et qu'on substitue 
i la eouslanlB a sa valeur (i3 bis)t il vient 



, ,x \ "'V»«i«»[K,+ i.(i — !«)«.»{«-•] 

(23; ■ ' 

( -^"^VîOTiiiL i s: J' 

en ayant égar«l à la petitesse habiluclle du rapport ^' • 

38. Pour terminer celte discussion, il faut encore consul<>rer le cas 
OÙ 
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et qui exige qu'on ait 

124^ 6 = 0 nu N„ n f a cos'^i cosO - cos w — 5)]. 

J/équalion j)récéd(':Ue nionlre que ce cas ne se 1 eiit ontrera genén»- 
Jemeul pa» ibiis les expériences, car la rotaliun 2<o ^'^^ lodjuiirs très- 
grande par rapport k n. Quoi qu*il en soit« ou a alors 

P -^r l ± il tint» y linx 

d'où 

(35) •ta>»gix='«"gîXo^^'*"'*''. 
^aS) ^' = :t n sin u ûn 

Pour que ce cas se présente, il faut évidemment d'abord que l'équa» 

lion (26) soit satisfaite à l'origine du mouvement; celte équation re- 
vient a a = I, si l'on tient compte de ce que 6 = 0. Suivant que l'é- 
qualioD 

«era d*aillettn» vérifiée avec le signe -I- 011 avec le signe —, on conuatlra 
le signe qu'on devra prendre dans les équations (aS) et (a(^)- 

Dnns ce cas rcniarqiKible, le mouvement ne sera pas périodique, 
Taxe du corps tendra indéfiniment vers sa position d'équilibre. Mais 
alors il est remarquable qti'il se dirigera indifféremment soit vers la 
ligne qui répond ^ ^ = <>' X ^ wt\xm le sens de l'im- 

pulsion primitive et que) que soit celui de sa rotation propre, pourvu, 
tiien entendu, que celle-ci satisfasse à Téquatioii (34). 

55. Enfin je n'aïu'ais pas pu poser les équations (1 si sin'<j avait 
été jiul, c'est-à-dire si l'axe de la terre coïncidait avec celui du cône 
direcleur : on a alors 

c'c8t-à<iire que la rotation de la terre n'a ici d'autre effet que de 
diangcr la valeur de la constante M, sans plus modifier les lois du 
mouvement; l'axe du corps solide conserve IndéfinlUMit son état de 

repos ou de mouvement uniforme. 
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NOTE 

Sur la surjacc engendrée par la révolution d une cuniquc 
autour d une droite située d'une manière quelconque datis 
l'espace [*J; 

pAft M. D£ LA GOUBNEBIË. 



1° I.a surface engendrée par la révolution d'une conique autour 
d u ut- droite est du quatrième ordre, et possède un parallèle double 
qui peut M changw en un eerele itolé et même devenir imagiiuiire. 

Nous nippOBons la droite verticale, et nous prénom pour plans de 

projection le plan horizontal qui passe par le centre de la conique et 
un plan vertical perpendiculaire à celui de cette eourlie, considérée 
dans l'une quelconque de ses positions. 

Nous appelons F la projection horizontale de Ut conique génératrice, 
et celte courbe elle-même (F, F). Nous désignons pr les lettres I et 
O le centre Je V et la trace horizontale <lo l'aito de rt'volutioii. 

Concevons, (l.ms le pl.iu liorimiital, d abord une conique A hniiiu- 
focale de F et passant par les extrémités du diamètre qui, dans cette 
courbe, est conjugué aux cordes perpendiculaires au plan vertical, 
ensuite deux droites parallèles à la ligne de terre et tangentes à A : le 
paralli'N' iluiilili' es? 1 lutcrsec tioii de deux nappes réelles df !;i surface, 
quand le pouit (> u'vM pas du même roté des droites que A; il se 
change en un parallèle de rebroussemeni, quand le point O est sur 
ui»e des deux droites; il devient un cercle isolé, quand le point O est 
dans la partie du plan comprise entre les droites et A; il se réduit à 



I*] Cette Note (-oiitii-iit li s {iriiiripaux résultats d'un MMBoirs ^«1 ptnltra dans le 
procluin Cahier du Jounud de l'École Poljtcckniqtie. 
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un point isolé quand le point O est sur A; eiiOn, quand le point O CSt 
dans l'intérieur de A, le [)arallélc double est iinjigin.tire. 

a" La surface peut être engendrée par la révolution d'une conique 
identique à (r, F) et placée symétriquement k celle*cipar rapport à 
un plan méridien quelconque; elle admet, par conséquent, deux léries 
distinctes de coniques génératrices égales à T, F'). 

Toute surface du second ordre qui contient le parallèle double et 
Tune des coniques de ces deux séries, renferme une couique de l'autre 
série et touche la surface de révolution aux deux points où ces courbes 
se renconirent. Tout i^n contenant une conique de l'une des séries 
coupe la surface suivant une conique de l'autre série et la touche en 
deux points (réels ou imaginaires). 

y Tout plan qui touche la surface en deux points la coupe suivant 
deux conique* soperpMables. 

La surface admet trois système* de |>lans bitangenis (réels ou ima« 
ginaires). A chaque système correspondent deux séries de coniques 
génératrices identiques. 11 passe ainsi par chaque point de la surface 
six coniques, non compris le parallèle. 

4" Nous avons dit que les coniques des deux séries du premier sys- 
tème sont égales k (F, F'). 

Les ptojpctiniis horizoulales des coniques des autres systèmes sont 
égales aux deux coniques hoinofocales de F qui se croisent au point O. 
Nous appellerons r, celle qui est du même genre que F, et Ti celle 
qui est de genre différent. Nous considérerons les coniqnes généra- 
trices (F,, F',} et (F,, r,) dans la position où leurs plans sont perpen- 
diculaires au plan vertical. 

5° second système, c'est-à-dire celui auquel correspond la co- 
nique (ri, r*,), est toujour* réel. L'axe de révolutiim passe à l'intérieur 
des coniques de l'un des deux premiers systèmes, et à l'extérieur des 
coniques de l'autre. Les coniques de ces deux systèmes se Confondent 
quand la courbe donnée (F, F'} rencontre l'axe. 

4S* La difSIrence des carrés des rayons des cercles décrits par les 
centi-es 1 et I, des coniques F et F, est égale et de signe contraire à la 
dilféreiice des c.irrés des moitiés des axes homologues de ces coniques, 
et aussi a la différence des carrés des moitiés des diamètres perpendi- 
culaires au plan vertical. 
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7" Dans les deux coniques F et F,, les projectîoDg sur l'an des axes, 
du diauK ti e |)cr[>eiulict)laite au |ilan vertical, sont proportionnelles 
aux longueurs de cet axe. 

tangentes des HUgles que les plans des coniques (T, V) et 
(r,, r,) font avec le plan horiconlal, sont eu raison inverse des 
segments întcffceptês sur la ligne de terre par les tangentes des courbes 
r et F,, aux somuiels situés sur l'axe dos foyers. 

Les couiques (F, F') et (F,» F',) ont une nicuie distance locale : si 
Tune d'elles est un cercle, l'autre est également un cercle. 

Ces diverses relations permettent de construire fiicilenient la conîqne 
(F,, F, 1, lorsque la conique (F, F') et le point () sont donn«'>s. 

H" Les coniques du troisiéine systémr ont leur projection liorr/.on- 
talc égale à une courbe réelle (art. 4)9 niais une, au uioins, des coor- 
données de leur centre est imaginaire, et ces courbes sont imaginairesi 
excepté dans un cas que nous indiquerons plus loin (arl. 10). Leurs 
plans sont ncls quand le parallèle do(d)lc est rM Ko rl'autres termes, 
les plans bitangents du troisième système ne coupent pas la sur- 
face; ils sont imaginaires quand le parallèle double est iui>méme tma» 
ginaire. 

Les coniques imaginaires du troisit'me système ont, avec les coniques 
réelles des deux premiers, les mêmes relations que celles-ci ont entre 
elles. Lorsque les plaits du troisièiue système sont réels, un les dé- 
termine par une construction analogue ii celle qni bit trouver les 
plans du deuxième 

9" Si l'axe se transporte p.ir.dh'leiiiciif .1 lui-même, de manière que 
sa trace O décrive une c (MU(jue liomolocale de F, et de même genre 
que r» la comque (F,, F,) se déplace sans se moditier, et son plan 
conserve la même inclinaison. On obtient ainsi une infinité de surfaces 
de révolution qui peuvent être engendrées par deux mêmes coniques 
non snperposal)les. 

Quant le point O se meut sur une conique liomofocale de F et de 
genre dilTérenl, les coniques imaginaires du troisième système restent 
les mêmes» et leurs plans réels ou imaginaires continuent à avcAr la 
même inclinaison. 

lo" Lorsque le point O est sur un des axes de F, les plans de l'un 
des deux derniers systèmes sout verticaux. Pour reconnaitrc si ce sont 
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ceux (ill second syslèiAfeoa ceux du trnisièine, il faut voir si le seg- 
ment de l'axe où se trouve le point O iloit ("•tro considéré comme for- 
tnaut une hoiuofocale d(> même genre que 1' ou de genre difTérent. 

Quand le point O est à l'un des foyers de il se trouve à la limite 
de deux segments qui représentent des homofocates, l'une de ménic 
genre qtte V, l'autre de genre différent ; les coniques des deux derniers 
systèmes se confondent alors. I.es deux séries de ciiaque système se 
confondent (également, et quatre des six coniques qui pssent par un ■ 
point de 1st snrfoc* sont ainsi réunies en une conique méridienne. 

Ia*s coniqties du troisième système ne sont réelles que d.ins ce cas. 

I i" I>es quatre normales (réelles ou imaginaires), abaissées du point 
U sur la coni(|ue l\ sont ég.des aux quatre normales abaissées de ce 
même point sur la conique f, . 

[Quand on donne dans un plan une conique r et un point O non 
situé sur celte courbe, on peut toujours trouver une conique T, non 
superpos;d)le à F, et telle que les qu.ttre normales abaissées du point ( > 
sur l'une de ces courbes soient égales aux quatre aormales abaissée:» 
sur l'autre.] 

I a" Les tangcnccs des plans des différents systèmes sont souvent 
idéales; ainsi, dans le tore ordinaire, les phns méridiens doivent être 
considérés connue bitangenls, mais leurs points de contact sont ima- 
ginaires quand les cercles qu'ils contiennent ne rencontrent pas l'axe. 

Si l'on cherche sur le pUin horiaontal le lieu des positions du point O 
pour lesquelles les deux points de contact iks plans de l'un des. 
systèmes sont réunis en un seul, positions qui correspondent i Li limite 
des taiigences idéales, on trouve une courbe du sixième ordre. Dans 
le cas où l'un des axes de la conique (r, F') décrit un plan, ce lien est 
composé seulement de deux cercles; les tangencesdes plans sont réelles 
ou idéales, suivant que le point O est placé ft rînlérieiir ou i l'exté- 
rieur de ces cercles. 

iZ" IjC lieu des centres des surfaces du second ordre qui contien- 
nent le parallèle double et qui touchent deux fois la surface, se com- 
pose d« trois Burlaoet de rérolulion engendrées par des coniques toui^ 
nant autour de l'axe de la surface considérée. 

Dans le cas où l'un des axes de la conique (F, F') décrit un plan, le 
parallèle double esté l'infini^ et les oeolres des surbees-du second 
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ordre coiil«iMOt ce parallèle cl hitaiigentes, forment deax hyperbo- 
loidcs it une nappe et im liyperholoide à deux nappcft qui peut te 
changer en un ellipsoïde imaginaire. 

i4* Touie surface de révoluticm du quatrième ordre ejent un pa- . 
ralléle double admet trois systèmes de coniques génératrices (réelles 
ou imaginaircsV 

iS" Les géomètres n'ont point, m notre connaissance, étudié dans 
toute sa généralité la surface engendrée par la révolution d'une co- 
nique, mais MM. Yvon Tillaroeau« Monlerd, Mannbeim et J.-A. Serret 
ont feit connaître, dans des ca^i particuliers, divers théorèmes qui se 
rapportent aux théories dont nons venons de présenter le résumé 
{Comptes rertdus, second semestre 184H; Nom'elles Annales de Mathé- 
maiiques, t. XVIll et XIX). 

En faisant une transformation homologique, on ^wA étendre plu- 
sieurs des propriétés que nous avons obtenues à une surface plus 
générale encore que celle que nous avons considérée. 
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LA CONSTRUCTION DES EQUATIONS DL QUATRIÈME DEGRÉ 

L£S GÉOMÈTRES ARABES; 
P«B M. WOEPGRE. 



On sait quo les Grecs ont construit des problèmes du troisième degré 
par rintersecliou de detix criMi(|uos. On trouve not.imment plusieurs 
constructions de ce genre dans le commentaire d'Eutocius sur le Traité 
tie la Sphère H du ÇjrUndre d'Arcbimède. 

cinquième proposition du second livre de ce traité a pour objet 
la division d'une sphère par un plan tel, que les volumes des deux 
segments &uient dans un rapport donné. Arcbimède démontre que ce 
problème dépend de U construction suivante : Étant donnés une ligne 
DZ et sur celte ligne deux pointa T/dont B soit situé entre D et T,' 
déterminer un point X de la ligne DZ tel, que l'on ait ■ 

xz : Z I = bu': dx'. 

Archiinéde promet fie donner cette construction à la fin de sa propo- 
sition, niais elle ne s'y linnvp pas. On peut voir ddos l édition d'Ox- 
ford des Œuvres d'Arcliimede, page iG3, a' colonne, lignes 33 à 61, 
le sentiment d'Eutodus au sujet de cette omission. Quelle qu'en soit 
d'ailleurs la cause, le problème fut résolu par plusieurs géomètres 
grecs, de diverses manières, mais toujours au moyen de l'intersection 
de deux sections coniques. 

Le même prdilème fixa Tatlcfition des géomètres arabes, aussitôt 
qu'ils se furmit initiéa aux spéculations supérieures des mathématiques 
grecques. Mais ils firent dés l abord ce que les Grecs n'avaient jamais 
fait, c'est-à-dire qu'ils envisagèrent le problèoie SOUS sa forme algé> 

ToiM Vm ( «èrie). - Fmiu iB63. 8 
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brique. En effet, n Ton désigne dans le problème Cbdesnis les Nf- 

ments RD, ZT, /D, DX par x mpectivement, U question 

énoncée s'exprime par l'équation 

-I- t^h = ex'. 

Les géomètres arabes ne cherchèrent <lntic plus à construire inie cer- 
taine division d'une ligne, raaii> ils tâchèrent de résoudre une équation 
du bmsiéme degré. Ils ne tardèrent pas à s'occuper euftuHe d*atttres 
équations du troisième degré, dilférentes de celle que je viens de 

mentionner, et qui avait servi de point de départ à leurs recherches. 

On ne saurait assez faire ressortir cette rlifférencc, ni assez insister 
sur l'imporlânce de ce changement de point de vue. Car, grâce à cette 
nouvelle manière de traiter les problèmes, les Arabes, quoiqu'ils 
n'aient pas découvert la résolution algébrique des équations cubiques, 
purent p:irveuir à une construction générale et sj .Ktéinali<fue de toutes 
les équations cubiques, et par là de lom les problèmes du troisième 
degré, conception à laquelle les géomètres grecs ne se sont jamais 
élevés. 

Cette oonatruction systématique des équations du troisième degré est 

due à Omar Alkhayyâmî, un des liunimcs les plus éminents parmi les 
contemporains du célèbre sultan aeldjoukide Malic Cbàb,etqui mourut 
en 1 1 a3 de notre ère. 

Il sera utile de fiiire auîvre ici un court aperçu de la métiiode d'AI- 
khayyâmt, parce que cet exposé servira à mettre sous leiu' vrai jotir 
les observations que j'aurai à présenter plus loin sur la construction 
des équations du quatrième degré. 

i" L'équation bniôme 

X* — asso 

est construite par la combinaison des deux paraboles 

j^ — axssoy jr»— / = o. 

Celle équation est traitée la première, non-seulement parce qu'elle est 
Ja plus simple, mais aussi parce que les solnlioiis données pour quel- 
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qim*ttiies des éqmtiom «iiivantes dé^pcmlcat, comme on verra» de 
celle de réqu«tion binôme. 
A** Les équations où manque le lerme en 

jr* -I- fjibx -t-Xa^o 
sont coDstruiies au moyen des deux sections coniques 

OÙ fi et X désignent des quantités qui ne peuvent prendre que les 
valeurs + i ou — i . Mais il faut endure le cas où fi et X auraient 

simultanéinent l.i valeur -t- r, parce que les Arabes n'admelfenl pas 
l'existence de tacincs négatives, ni, à plus forte raison, de racines 
imaginaires, lis ii'uut donc pas h s'occuper des équations 

■ x* + rt = o» «• -H Ar -I- « = o, 

4P* + ex* -h A = o, je* -hex*-t- bx-i-asso, 

où a, b, c désignent des quantités positives. 
3* Parmi les équations privées du terme en les deux équations 

jc* dt ex* a = o 
sont constrailes au moyen de l'hyperiiole et de la parabole 

On remarquera ici qw» la déterminatioo du teraie %7? dans l'équation 
de l'hyperbole, et du cofficient yja^MM celle de la parabole, dépend 
de l'éqnation 

«■ — « = o. 

Le troisième cas de Téquation où manque le terme en jr, savoir : 



X* — cjc' — d s o 

8.. 
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est construit par U combinaiaon de l'hyperbole et de ta parabole 

jrx — ^âêssot — ex + c" =s o. 

4* EnGn pour réquaikm complète 

JT* -+- vci-^ ■+■ iibx Xrt = o, 

OÙ y, fi» X signifient de nonveau -i- 1 ou -> i, Tbyperbole ou le cercle 

jr* -4- + j j "♦■ T ~ " 
est combÎDéaTec l'hyperbole 

jrx :h ^S..r :b Xft ^ = o. 

La combinaison de ces deux courbes donne 

+ vcj Jt'+ ^>^v j-4-fii^^jr'4-XaflX-»-fi^ 
• = (or» + v<?a*-»- fi&r + Xrt) ^.ï •- /./x j = o. 

Passons maintenant ans équations du <]iiatrième degré. 

J'ai découvert dans un manuscrit de la bibliothèque de Leydi' r*] lu 
coiutniction d'une certaine équation du quatrième degré, due à un 
géomètre arabe, et je l'ai fait connaître, il y a plu» de dix ans, dans les 
additionsàmon édition de VÀlgihret^JlkhayjâMt L'analyse complète 
de ce morceau n'y occupe pas tout à fait une page. Peu étendue et 
placée au milieu de beaucoup d'autres données, cette notice a dû re.st<T 
à peu près inaperçue, et je n'y reviendrais pas en ce moment, si, sou- 
mise k un nouvel examen plus appralbndi, la constnictiou dont s'agît 



[*) le mis hmicox de fHmvoir» à cette «ccaïknii ollHr de noaveam ne» plot Tib 

rrriirrfîments MM. les ron>;crvatetir<. tic lu hiMinrlu'-que de Leydp, |iMir le 
bienveillante libéralité avec lai|uelle ils ro'ont conamuniijuv ce manuicrit. 
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ne m'avait semblé mériter une attendon toute particnliére. Elle m'a 
paru, en cfTct, contenir en germe une construction complète des éqiia> 
tinn«. (In quatrième degré, et je lâcherai de justifier cette Opinion par 
\es considérations que ron trouve ci-après. 

géomètre arabe se propose de déterminer le quatrième côté d'nn 
trapèze, dont la base et ]es côtés non paralldcs sont égaux chacnn à lo, 
l'aire devant ('tre égale à 90. Prenant pour inconnue la (lemi-diiïérent e 
des deux côtés parallèles, il montre que le problème se ramène à l'équa- 
lion du quatrième degré 

(10 — ar," (jo* — X*) = 90* ou x* -h aooojr = aox' ■+■ igoo. 

Pour construire oette équation, il combine Tbyperbole et le cercle 
(10 — x) j'ss 90, 10* — X* = y. 

Si nous faisons abstraction des valeurs particalière* I0et9o[*], le 
géomètre arabe construit donc l'équation 

X* — aax*+ a«*x — (*• — <>•) = p 
par les deux courbes 

(1) («~x)7=(?, 
(a) ««-x«=^». 

Or, je dis que, par une modiBcalion Irès-iégère et qui se présente en 
quelque sorte d'elle-même, ces deux courbes pouvaient devenir, entre 
les mains des géomètres arabes, le moyen d'une Construction générale 
de toutes les équations du quatrième degré. 
En effet, remplaçons seulement dans Téqualion (a) le premier 



[*] Je fait olMerwr que, dkqt le» eonainelieM d'AlUuyjAml, le* ooefBcienit de* 

p(|iiatii)ns pmposocN nr- sont pas, comme on pcnrriit le croire, des nombres lirtenni- 
Héi. L'auteur arabe leur laisse, au rontraire, toute leur gnnéralité. Le coeiScrent ik- »' 
ifaf^iék if iwmtn dm emrnii, le cMAeieBl àe 9 te mamèn du netmm on te nombre 
des côtés, le lermc ronstnnt tr nnmhrr donne; cl l'on ex<W"ulc sur ces nombres, (jue 
l'on ne détermine p«i autrement, toutes les opérations que la construction com|>orte. 
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membre a' — a *, qui ne peut natufclIffiiiMit lenrir que pour le cm 
particulier du prohltTiie ci-dessus, par ^ -f- y-r x*. Ce sera certni- 
nement le moyen 1^ plus facile à imagin«r, et exigeant le muiuiire etlort 
dVsprit possible, pour introduire les deux ooaitanles dont on a besoin 
encore pour faire face «ux qiwire coefficienU de l'équation du qua> 
tricme degré. 
Combinant alors les deux courbes 

(3) (a-a:)7 = J, 

(4) p4-7«-i-*» = jS 

on obtienl 

et comparant cette équation k l'équation 

(1) X* -I- Hx* + ex* + &r -h a ES o, 

oùd, c, b,a rcprteentent maintenant des quantités positives on néga- 
tives, on a, pour déterminer let coefficients des équations des deux 
courbes, les relations 



(5) a«+^«»+-«-i-JaB0, 

(6) fi = c + ■îd% + Za\ 

(7) 'i =^ (i -h 1%, 

(8) <^= a»^ - a. 



Le coefficient « est donné id par une équation du troisième degré} 

mais nous venons de voir que les Arabes savaient construire ces équa- 
tions. Ils pouvaient donc, pour la détcrmiiialion do ce coefficient, 
recourir à une construction subsidiaire d'une équation du troisième 
degré, exactement comme noue l'avons vu ci*dcssHs dans la méthode 
d'Alkhayyimit à Tooeasion delà constniction des éqnaiiona 

±. ex* zf: a = o. 
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Lorsque 6-, d étaient tous let trois positife, celle équelkm pouvait 
offrir une diflicalté mix géomètres embes, en ce sens qu'ils n'étaient 

[)as habitues à considérer des éqti:itions de ce genre, comme je l'ai feit 
observer ci-dessus. Mais, daris ce cas, il sufTisait de remplacer, dans le 
premier membre de l'équation (3), le signe — par -h, ce qui fait chan* 
ger de signe, dans les équations ( "i) à (8), tous les termes affectés de 
puissances impaires de a. Une autre difficulté pouvait se présenter 
pour rt''<[n;i!ion (8) lorsque le second membre devient négatif; mais 
on l'écarle tout aussi aisément en remplaçant, dans le second membre 
de Téquation (4)< p<'r —J*^ ce qui revient à changer ie signe 
de d« [♦]. 

On se ferait une idée très-fausse de rbabileté des géomètres arabes, 

si l'on croyait «jue des considérations aussi faciles que celles qui pré- 
cédent aient pu échapper à leur sagacité. Si leurs raisonnements étaient 
exprimés dans un langage et conçus dans un esprit différents de ceux 
de la science moderne, ils n*en savaient pas moins trouver, pour arri- 
ver aux mêmes buts, des moyens identiques, au fimd, k cens que nons 
employons. 

Je suis même loin de croire que, si les Arabes avaient réellement 
abordé le problème d tme construction g^/i^ra/e des équations du qua* 
trième di^, ils auraient adopté la marche que je viens dMndiquer. 



[ * ] Comme les Arabfs n'ont à cimitruirc que les ncinet potitiTes, le seul ras où 
cette mi-iliode pouvait, pour eux, être réellement en défaot, aurait lieu lonque r<*(]iiH- 
lion (Ij aurait des racines positives, et qu'en même tempt l'équation (5) n'en eût 
point. Or, si rc<|uation (I) a deux, trois nu quatre racines positives, rè<iiiation (5\ 
qui est la ili rive- de l'i'quaiioti (I), a rcspeciivemat aa moins une, au moins iloux ou 
trois racint-s positives. C'est donc seulement lors(|Uc l'équatioi) (I] n'a qu'une s«-ule 
racine positive que la méthode /trui ùirt en défaut. Mais elle ne l'est pas néccMaire- 
nMnil} car la eomiie 

jr s a« -(- ifs* -t- cjt* -h iur « , 

lout en ne coupant i'ase des abscitaes qu'une seule fois du c6ié des x positifs, peut 
avmr ane, deux etnéoM trois ungentcs parallèles à cet sse, dont les points de cooUct 
OBI des abaeiaais podtirca. On peut, du reste, fadknwBt wi> < é itf k riaceevéa i sBt qtie 
je viens de tigaaler, en augmeotaet les * dTaae MMlaMe; tuait U o*«at pas yfobable 
i|He k» Aiabet eaMBBl choiai ce aiofeii. 
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le pense, au contraire, qu'ils auraient su trouver des méthodes 
beaucoup plus élégantes et plus ingénieuses. Le court exposé qu'on a 
vu ci-dessus de leur construction dt-s ('■qiialions du troisième degré 
est peut-être de nature à justifier cette opinion jusqu'à un certain pouit, 
quoiqu'il ne puisse pas montrer la fadlltâ anc laquelle les Arabes ma- 
niaient les problèmes qui dépendent de l'intenection de deux coniques, 
ni l'élégance avec laqu<1le ils discutaictttf par exemple, les questions 
des limites des solufit)Ms réelles [*]. 

En résumé, je ne dii> donc pas que les Arabes ont construit . 
toutes les équations do quatrième degré par la méthode ci-dessus 
esquissée; mais je dis qu'il est certain qu'ils en ont construit au moins 
une, et ]<• considère comme frés-[>r()l)a!il»' que ce ii'osl p;ts !à la seule 
construction de celle nature qu'ils aient laite. Je dis eu outre, et je crois 
avoir prouvé, que les Arabes disposaient de tons les moyens néces- 
saires pour construire telle équation du, quatrième dcfré qu'ils vou- 
laient [**]». du moment qu'ils désiraient s'occuper d'une question de 
ce genre. 

Je ne puis pas m'empécher de citer, en terminant, l'admirable so- 
lution du problème que Descartes a donnée dam le tr^sième livre de 
sa Géométrie, Après avoir frit disparaître le terme qui contient le cube 
de l'inconnue, jl construit l'équation 

y =pj' + q.r + r, 

en combiDant la parabole 



[*] On en peut voir des eimniilet p. 916 à 1 14 de l'êditioD ci-dewu citée de PAlgUtre 
d'AlU»37Ami. 

[**] A l'exœptioo presque ligMlée moi-néne, et qui cormpoad au ce» tout 
pankniier où, pour ta eoarfie 

r = x' -)- rfr* -H r.r' -f- 6 r -(- , 

les as» sont placés de Idk fa^on, qu'un« seule interaection d« ta courbe avec l'axe de» 
eiwc àwet est dtiiét d'en «été de Tnedei ordonnée*» tndtaf|erl«atee ki nuw Iniep- 
aeetiooB, de mène que loss kt nasima «t nunimade Fordonoée, loat wtnèn de iWlre 
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qui est enliireiiient indépendante des coefficients de la proposée» et 
qui peut, par eonaéquent, ^re construite une foi* pour toutes, avec 

le cercle 

j* + x' —fjj — (i + /j) a: — /• = o. 

Et) faisrtiit r=o, OQ a la construction des équations du troisîènie 

degré. 

Ce modèle de perfection marque bien le chemin qui restait encore 
k faire aux Arabes. Wû% on ne saurait nier, sans être injuste envers 

ceux-ci, qu'ils avaient au moins commencé à marcher dans ce chemin. 
Il faut se rappeler aussi que dans chaque queslio» scientifique le* pre- 
miers pas et les derniens sont toujours les phis difhciles à faire. 

11 ne sera peut<être pas sans intérêt de mettre à présent aoua les 
yeux du lecteur une traduction textuelle du morceau qni a aervi de base 
aux réflexions que l'on vient de lire. Ce morceiiii est nnonyme, mais 
en jugeant d'après les autres pièces contenues dans le même manu- 
scrit, je suis disposé à croire qu'il a été rédigé dans le courant du 
XI* siècle de notre ère. 

<< Au nom de Dieu clément et miséricordieux. C'est en Dieu que je 
M me confie. 

m J'ai lu, à mon frère (puisse Dieu conserver toujours votre salut), 
x ce que vous a vex dit au sujet de la figure, relativement & la> 

» quelle les algébristes et lesgéonièlr es se sont mutuellement pro[)os(^, 
> depuis uu certain temps, des questions, sans j trouver de réponse 
» complètement satiafaisante. 

a U s'agit de la figure ABCD, dont chacun des côtés AB, AD, BC est 
» dix, tandis que le côté CD est parallèle au c&té AB, et dont l'aire est 
» de quatre-vingt-dix coudées. On désire connaître CI). 

B Or, je dis qu il existe beaucoup de lignes qui n'ont pas des noms 
i> au mojen .deaqnek elks puissent être désignées, comme on peut 
■ désigner la droite qui est commensurable au nombre, et qui ne 
» sont ni fies nicines ni des médiales [*] de quantités rationnelles, ni 
• des biuomiales, ui des apotomes, ni des racines de binomiales ou 



[*] C'est-à-dire racines carrée» <ie rarines carrre». 

Tmu Till (a* Un»). — Rimb iStt. % 
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» (l'apotomes, c'est-â-diie qu'elles n';i|ip;irtK'niH'i)t '.x imciinf' <les vm|:^t- 
» sept espèces de lignes discutées par Euclide, dans le dixième livre de 
» son ouvrage. Los lignes dont je veux parler ne sont pas non plus 

• cotnmenMirables 1 eenaine» autres ligne» que fai indlquéesi telles 
« que le cùié de Theptagone ou le côté de Teoniagonet iiMcrils dans 
» UT) cercle dont le dianièfrc esf nii nonihre, car on .(ppellf ces deux 
» dernières lignes, de uièuie que tuutes les autres ligues semblables, 

• d'après les figures dont ce sont les càîé»t de taèom qu'on appelle 
» la racine de dix d*après dix, et la racine de vingt d'après vingt, et 
» l'on obtient de celte manière des noms suffisants pour désigner 
» CCS lignes. Toutes ces lignes existent et sont connues chez les bons 
> géomètres, aussi bien que les lignes rationnelles commensurables 
» aux nombres, car nous les rencontrons dans les constructions et 

• dans les déuonstralions, nous les |>résentons matériellement aux 
>» veux, et nous opérons sur c!l<'s li duplation, Ir» médiation, la 
u composition, la séparation, la multiplication et la division, exac- 
» tenent comme nous effectuons ces opérations sur les ligues raiion- 

• nelles, grâce à la commensurabilité de celles-ci avec les nombres [*]. 
» Malmenant voici d'abord en quoi consiste la difficulté que la con* 

» struction (le la figure dont il s'agit offre aux algébristes. 

■ La méthode la plus expéditive que l'algébristc puisse employer 
■ dans ce problème consiste i élever aux deux points A, B, deux per* 



Kic. I . 




k 1 



■ pendtculairea k AB, et k prolonger CD de part et d'autre jusqu'à ce 



11 parnit que le ««rant auquel celte leUre «tt adrcstcc avail (iaiMii<lé quflice»! Ja 
Mtnre aigitbriqaedclnli^ni; Cl) (ju'il s'agit de COMtrutre, et que le pasMge qui pré> 
oèdecnniii'nt la rrponsc de l'auteur de la lettre. Ce passngo me semble nfrrir un inlnéi 
purlîculior, parce qu'il moatreque les Arabes cOinpreiiaient parfaitement que leaneiiiea 
d'êquatioi» tiedcigrés dilKrents aant dw q—Dl i i<ad'Biie naUiw ei wdiilhnl m fen- 
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» qu'il rencontrelesdeoxperpendiculairc&aux deux points E,Z,desorte 
» que AZ sera oç:^a\ à BE et DZ égnl .1 ( V.. Pn iions DZ pour racin<' i *] ; 
» son carré sera le carré (de l'inconnue;. Ketrauchons-le du carré de 
» AD, qui est cent} le reste, à savoir cent unités moins le carré (de 

• l'inoonnue), sera f^l au carré de AZ. En niém« t«iip« DC est ép\ 
h à dix moins deux choses, et il est évident que le produit des* moltiét 
^ plus la moitié de AB par AZ, est l'aire de la figure. Ln somme des 
» deux moitiés est dix moinscbosc. 11 taut donc que dous umllipliions 
» cela fNir lui-niéme et eoaitite par cent noina le carré (de nnconnite), 

• afin que cela devienne ^al au carré de Taire de la figure. Si 1*011 
>> mtdtiplie dix moins cliose par lui-même, il réstilte tin carré et cent 
11 unilé.s moins vingt cliose.*;; et si l'on uiiilliplie ceci pnr cctil moins un 

• carré, il vient vingt cuLm!!$ el dix uiille unités moins un carré-carré et 

■ moina denz mille racines égal an carré de quatrcTingt-dix» c*est-i- 
p dire à huit mille et cent Si Ton restaure (les quaniilés retranchées), 
» et oppose (ifs (piantiti's positives) les unes aux autres, il vient : un 
» carré-carré et deux mille racines sont égaux k vingt cubes et mille 

■ neuf cents unités. L'équation a donc lieu entre quatre éléments qui 
» ne sont pas les trois degrés proportionnels usuellement employés 
« par les algél)ristes[**], et qui ne se laissent pas abaisser à des degrés 
" inférieurs, de sorte que l'on puisse espérer d'en faire disparaître 
» quelques-uns, parce que parmi ces (termes) se trouve le nombre; 
» ils ne se laissent pas réduire comme on réduit la racine an nombre 



danmideiiMiit «tilBiciiie. H laiœ cMnroir aoiâ que les Anbea isvaient qiw la iveiott 
il*tme éqaaiion du iroisUme degré, t«ll« que le o6tc de l'ennéagoaeetde l'hepugoae, ne 
pent pas s'exprimer |tar di» quantités composées de radicaux do second degr^ C0Btne 

le sont 1rs irrationnellii dil(Clltc(^s par Rurlidc; car on voit claîremenl que l'antenr con- 
lidi'if- ies<lriix f'S[)cr<^s ilr (|n;'.rititi i <inuin des genres (lirtcrcrils. J'ai analysé dans te 
lome XIX (1'* série) du présent journal ^p. 4oi ^' suiv.) une dcmonslnuioo de l'im- 
poMibiiilé d'exprimer la racine d'une équation du troisième degré an moyen des irra- 
tioBodle» d'Eiiclide, déamutralioo due * Léonard de PÎM^ qni était le disciple éet 
Arabes. 

[ *] Ctst-k-àirc pour iftconode. L'ioeoBous est appelée par les algébriaias arabes 

• racine • ou • diosc. • 
[ * * j Ces trois degrés sont le earré de l'ioconaue, l'incoasite et le terme ronstant. 

9- 
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» et le carré à la racine, et le cube au carré ; et en même temp» ils ne 
sont |»as proportionnels. Cnr hicti que le r:^I■^é-carré soit au cube 
» comme la racine est au nombre, le cube n'est pas à la racine comme 
» le carré-carré est au cnbe. Mais si (les termes) ne sont pas |>ropor- 
> lionneU, ils ne forment pas d'égalité, de sorte que la rig^e de Td^é- 
» briste ne s*y applique pas, et que son opération est en défaut. 

» Quant ;iTi t»éoinètre, ce prol)Ièine lui présente des (lifficiiltôs, s'il 
B ne connaît pas la manière de combiner les sections coniques, et s'il 

* n'est pas ▼ehé dans leur introdttcttoa 9H leur emploi dans les soin» 
M tions des problèmes. 

Sachez donc, ô mon frère (puisse Dieu conserver toujours votre 
» salut), (jiie rintpntion de celui qui a proposé cette question, re- 
>> lalivement à une figure qu'il avait conçue dans son imaguialiun, 
» sans ce|>endant pouvoir la conMriiire, est de savoir comment il la 
» construira, et comment il la trouvera, et qu'il n'exige de cdiii à qui 
» il propose celte question rien antre chose si ce n'est do trouver la 
» figure, tie sorte qu'U puisse la connaître de science certaine, et qu'il 
9 puisse de visu examiner sa position et son tracé. Or, c'est ce que je 

• vais fiiire avec l'aide de Dieu. 

» Menons donc la ligne AB qui soit égale à dix coudées» et élevons 



1. 




» deux droites perprndiculaircs à AB, à savoir AZ et BE, dont chacune 
» soit égale à neuf dixièmes de AB. Eniin menons ËZ. Alors la iigure 

• ABEZsera un parallélogramme rectangle, et «on airesera de 90 con- 
» dées. Construisons une hyperbole passant par le point E, et dont 

» les nsyniptriies snicur le s deux lignes AB, AZ. Que ce soit la section 
» conitpie TEII. (douane AB est plus grand que BE, le cercle décrit du 

• centre B avec un rayon égal à AB coupera la section conique TEH. 



Digilizecl by Google 



PUBEK ET APPLIQUÉES 69 

QoMI la coupe au point C. Joignons C, B par une ligne droite; elle 

sern égale à AB. Pl.ironsau point A , pu prenant pour tin des côtés AH, 
l'angle RADégal à l'angle CRA. Faisons la ligne AD égale à la ligne BC, 
et nienuiis CD. Je dis quo l'aire de la figure ABCD est égale à 90 cou- 
dées, que chacun des o6téa AB, AD, BC est 10, et que CD est pa- 
rallèle i AB. 

» Démonstr vTiorr. — Abaissons du point C sur AB ia perpeudicu- 
laire CL, et prolongeons ÂZ et CD du côté de /> et de D. Qu'ils se 
rencontrent au point K. Alors, puisque les deux angles A et B sont 
droits, et que les deux angles DAB, ABC sont égaux, les deux an- 
gles KAD, GRE sont ^ux. En même temps, l'angle CHE est égal à 
l'angle RC.L; par conséquent les deux angles KAD, RCLsont éganx, 
cl les deux angles K, L sont droits, et le côté AD est égal au côté BC. 
Donc le triangle AKD est égal au triangle BCL. Ajoutant de part et 
d'antre la figure ADCL, nous aurons la surface ABCD ^le à la sur- 
face AKCf>. Mais puisque les deux droites CK, CL sont menées d'un 
j)oiMt de riiypei bole donnée à ses deux asymptotes AI?, AZ parallè- 
lement à celles-ci, elles comprennent lui rectangle égal à celui qui 
est compris sous ces dernières. Par conséquent, le rectangle ALCK 
est égal au rectangle ABEZ. Mats le rectangle MiïZ était égal à go. 
Donc le rectangle ALCK est 90. Or on avail démontré que le rec- 
tangle ALCK était égal à la surface ÂBCD. Par conséquent, la surfact 
ABCD est de 90 coudées. En même temps chacun des côtés AB, AD, 
BG est de 10 coudées, et le côté DC est parallèle à AB. Nous avons 
doue fait ce que nous nous étions proposé; nous avons montiv 
l'existence de la ligne CD par constrticlion et par démonstration, et 
nous l'avons tracée tant en indiquant ia manière de le faire, qu'en la 
mettant matériellement sons les yeux. C'est ce que nous voulions 
démontrer. 

» Ceci étant démontré, si l'on nous donne un parallélogramme rec- 
tangle oblong, nous pouvons mener des deux cxtréinilés de sou 
plus grand côte deux droites égales à ce côté sous des angles égaux 
et telles que si Ton joint leurs extrémités, il résulte une figure égale 
à la figure donnée, ayant trois côtés égaux chacun au plus grand côté 
de cette dernière, et le quatrième côté parallèle au côté qui lui est 
opposé. Car soit la figure donnée ABCD| et construisons une b^pei- 
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" bole passant |iar le point C,ct ayuiit pour asympto(C!> ies deux lignes 
i> AB, AD. Que ce soil la «eclioii conique £CZ. Alors, si nous décrivons 

Fm. 3. 



r 

/ 




■ du centre B, avee un niyoti t-gnl à AB, un cercle, la section ( onique 
'> sera coupée, parce que A15 est plus grand (]uf W:. Que le cercle 
Il coupe l'byperhole au point E. Joignons EB, et menons de A la droite 
» ATboui un angle égal à Taugle ABE et égale à BE. Enfin joignons TE. 
» Alors la nirlEice ABET aera égale à la surfuce ADCD, citacun des deux 

côtés AT, BE sera égal à AR, et Tl" sera parallèle à AB. La démons- 
B tralion ser t la même que relie doul l'exposé précède. 

>• V oilà la réponse qui s'est irumédialeinent présentée à nous pour 
» la question dont il s'agit; et peut-être, a nous avions cherché avec 
a un effort d'esprit plus grand et une sollicitude plus sincère, aurions- 
» nous trouvé une solution pins cxpéditive et plus facile, que nous 
» aurious offerte au frère dont Dieu fasse durer la prospérité, et qu'il 
• veuille guider par la plus belle des directions. Dieu est celui qui 

inspire le choix des vrais moyens, et qui fiiit marcher dans les rhe- 
» mins des réponses satisfaisantes. T.ouauge à Dieu ; que s» hénédicllon 
<• soit sur son prophète Mohammed et sur les saints de sa famille. • 
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NOTE 

ÂU st^^ d'un article [mbUi dans le Journal de MathémKtiqaes, 

tome VI, série [*] \ 

Par M. B. DB JONQViÏ»ES. 



Dans cr-y article, qui traite plus particiilicrcincnt <les proprick's des 
séries de courbes d'ordre n et d'indice N, j'ai donné une iorme trop 
abaohie aux fnoooés de quelques théorème*, et il est bon que le lec- 
teur en soit averti. 

Sauf lo thf-nrt'iiie I, qui est vrai dans toute sa généralit»*, la plupart 
rics autK s ne conviennent, sans restriction, qu'aux séries d'ordre n et 
d indice I, c'est-à-dire aux faisceaux de courbes d'ordre n et aux 
séries d'ordre i et d'indice N. 

Si n et N sont k la Ibis quelconques, les nombres exprimés dans les 
•'■nonci's fies lliéorémc'; ne doivent pins être pris comnie des nombres 
absolus, mais simplement comme une limite supérieure. 
. Par exemple, le théorème II doit être énoncé aînn : 

K Parmi les courbes <X, d'une série d'indice il y en a, «tt plus, 
' a — i) N qui touchent une droite donnée. » 

Le théorème IX, qui avait été donné antérieurement dans le /o«i^ 
nal de Crpflc, t. LVI, piendra cet énoncé : 

■ Si des courbes du degré n doivent passer par ^ o (« -i- 3) — /i points 

• et toucher courbes de degrés respectifs m,, n'i,---» m^, le nombre 
a des C„ qui satnibot k la question est* au pbu, 

m, o/j... mjt[m, an — 3) («ij + an — 3). . -♦- a/i — 3\ « 

S'il s'agit en particulier d'une conique tangente à cinq coniques 
données, le nombre des solutions est 7776^ ainsi que l'indiqiie la 



['] Gainer d'iTril 1861, page iiS. 
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formule; mais s'il s'agit <\'i\nc conique tangente à cinq droites, il n'y 
a qn'une solution, quoique la formule donne le nombre 3a pour li- 
mite supérieure. 

Lei théorèmes HI, V, VI, YII, VIII, X doivent étra lounis à une 
restriction du même genre. 



Gollii da MéttqiMi, S Ntriw 1861. 
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NOUVEAUX THÉORÈMES 
GONCEBNAirr LES NOMBRES TRIANGULAIRES; 
Pas ri. J. UOUVILLE. 



Nous avons vu (dans le cahier tie novembre i86a) que tout entier n 
peut être exprimé non-seulement par la somme de trois nombres 
Iriangulairei), mais encore par la somme de deux nombres triangu- 
laim plus le doable d*oii nombre irianguliiire. Il une dire que 
séro est compté parmi les nombres triangulaires. Ces nombres, dont 
l'espmsion générale est 

fil±0 

» 

s 

foraient la suite 

o, I, 3, 6, 10, i5, 9if..»i 

désîgnon^les généralement par la lettre A affectée ou non d'aooents» et 
les deux théorèmes que nous venons de rappder pourront s'énoncer 
ainsi : 

Théorème I. — a Tout entier n est la somme de trois nombres 
•> triangulaires : autrement dit, pour tout entier donné 1», on peut 

» poser 

n A -h A' -I- A'. » 

rutoHrMF II. — « Tout entier» est la somme de deux nombres 
a trianguiaues plus le double d'un nombre triangulaire : autrement 
■ dit, pour tout entier donné n, on peut poser 

n = A-H A' -»- a A". « 

Mais il V a d'autres théorèmes du même genre qu'il est bon d'ajou- 
ter à ceux-là. Par exemple, tout enHer n est la somnip de deux nom- 
bres triangulaires plus le quadruple d'un nombre ti iaugtdaire. Ën 
•nMVW(«>iMi}.-mMtin. to 
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d'antre» lemet, on a toujourt, eu nombres entiers, 

i^n efjfer, Gauss a prouvé que ic double d'un entier impair est tou- 
jours la somme de trois carrés. Nons avons donc en particulier le 
droit d'écrire 

«{4« -I- 3) sa -h + «•■. 

ÏMaiB le premier membre est »6(mod. 8); il faut donc que des trois 
entiers w deux soient impairs et un împairement pair. De là 

8« + 6 = [ jx ■+■ i)* ■+■ \ijr -(- i)* -f- 4(a*-+- ')"• 

Développez los carrés, retranchez ti aux deux membres et divisez 

par 8 : il vous viendra 



^ _ x(£+_i) rfjr_+0 «.lii±l 



ce qu'il fallait démontrer. Ainsi : 

T&KoaiUfE 111. — • Tout entier n est la somme de deux nombre» 

I* triangulaires plus le quadruple d'un nombre triangulaire : atitre- 
• ment dit, pour tout entier donné n, on peut poser 

tt = AH- A' + 4A'. • 

On démontre avec une tgalc facilité les tlriix lluurcuies tpie voici : 

Thkobème IV. — ■ Tout entier n est formé <i'im nombre tri^ngu- 
> laire plus le double de la somme de deux nombres triangidaires : 
» autrement dit, pour tont entier donné n, on peut poser 

/< = A + aA' + aA". ■ 

THtonÈME V. — i« Tout entier n est formé d'un nombre triangu- 
» Ittirc plus le double d iiii nomine triangulairo et le (jiiadruplc d'tni 
» pareil nombre : autrement dit, pour tout entier donué on peut 
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» poser 

Pour établir le tfaiéorème IV, 00 partini de l'équation,' démontrée 
par GftiMB, 

«jtt -f- 5 = tt' + V- -f- n-', 

el on remarquera que le premier membre rt.ini "> iHuxi 8), il faut 
que des troU enlieni u, w un soit impair et les deux auire^ pair», 
aa?oir: un de ces deux dentiers impeiremeiit pair, et Tautre pairement 
pair. De là 

811 + 5 = (a* -M)* -H 4 (a* + 0" + 16<'» 

partant 

an -I- 5 = (aa? + 1)» -h a [{as i + al)» + (a* + 1 — al)*], 
ou bien 

8fi-i-5s(a«-(-i)* + a(3j^-f-f)*-l-a(a<-t- 1)*. 

Développes les carrés, retranchée 5 aux deux membres et divisex par 8 : 
il yom Tieiidra enfin 

n — — -t- a» — ^ ■' ' + a* — — » 

a a a 

c'est-à-dire le théorème IV. 
Pour étal>lir le théorème V, OU s'appuiera de nouveau sur Gauas, 

et on partira de l'équatioa 

8« -4- 7 = «» -h »»» -j- a w*. 

Le premier membre de cette équation étant s 7 (mod. 8), il fiiiit 
évidemment que tv soit impair, et que des deux entiers U, V l'un soit 
impair, l'autre- impairemeul pair. De là 

8n-(- 7 =s(a«:-*- 1)*-*- 4la»-l- i)*-*- a(a7'-t- 1)% 

ou bien, en intervertissant l'ordre des deux derniers termes, 

8ïH- 7 = [ijr i)' a ;2J + I j* -H 4 (az + !)•. 

Développez les carrés, retrancliez 7 aux deux membres et divisez par 8: 
V 10.. 
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il voiM viendra 

» a ^ a 

«'eftt<4>dire le théorème V. 

Juiqu'iei nous D'avoiM &^ que ravêrir d'un nouvel énoncé des théo» 

rèraes connus, qni s'j prélaienl si bien, qu'après comme avant cHte 
transforinalion ce sont toujours des théorèmes de Cinss. Nous ;illoiis 
maintenant donner deux théorèmes faciles encore a démontrer 1 1 dé- 
rivée eu Ibnd delà même source, mais qui pourtant, je crois, peuvent 
être présentés comme vraiment nouveaux. 

TuiOÊàMM VI. — ■ Tout entier n est la somme de deux nomhree 
» triangulaires plus le quintuple d'un nombre triangulaire: autre- 
» meut dit, pour tout entier donné n, on peut poser 

n = A ■+- A' -4- 5 A", u 
Voici quelques exemples : 

1= I -+- o 5.0, a= I -f- I 5.0, 
3:= 3-i-0-4-5.o, 4= à-i- I -I- 5.0, 

Sas 0-I-0 + 5.I, 6= 6-+- 0-+-5.0, 

7B I+6-K5.0» 8s: 3+ oH-5.1, 

9= 3'>>6-4-5.o, io=io-i- o-hS.Ot 

lissc 6-i-o + S.i, ia=s 6+ T-i-S.i, 

i3= 10-4-3+ 5.0, 6-1- 34-5.1, 

i5b lo-f-o-h 5.1, i6=io4* 6-I-5.0, 

17= 6 + 64-5. ï, 18= 3+ 0 + 5.3, 

19= 3+1+5.3, ao = 10 + 10 + 5.0. 

On n'a mis p;irtnut (et sans choix) (qu'une seule décomposition de 
chaque enti< 1 , bien qu'il puisse le plus souvent y en avoir pinsienra. 
Par exemple, a l'équation 

9SS 3 + 6+ 5.0, 
que nous donnons, on pourrait ajouter celle-ci : 

9 = 3 + r + 5.1 ; 
mua une seule décomposition snftit pour l'exactitude du théorème. 



Digitized by Google 



PUBES ET APPLIQUÉES. 77 

Passons à la Hrmonstration da théorème VI, el à cet effet rappelons 
d*aberd que le produit 

5(8n^-7) 

élant de la forme 8^-+- 3 peut rire décomposé en une somme do trois 
carrés impairs, et qu'on peut même supposer la décomposition propre, 
c'est-à-dire telle, que les rttsiiifs àm trois carrés ne soient pas divi- 
sibles à la fois par tin fiieteur > t, comme serait par exemple le fiic- 
teur 5. Cest sur une décomposition pr-^pre que nous établirons notre 
raisonnement. Dans les dômonslralions préciVlenfes. on ne sVst pas 
occupé de la nature des décompositions prises pour point de départ : 
elle n'influait pas sur la marche du cnicut ; il n'en est pas de même 
ici, et dès lors il est naturel d*opérer sur une décomposition propre, 
attendu que l'existence d'une décon)position de cette espèce est as- 
surée, tandis que souvent ii n'y a aucune décomposition impropre. 
Nous poserons donc 

5 (8» -I- 7) «• -I- V* -H IV», 

If, »t w élant des entiers impairs qui ne soient pas, tous les trois, divi- 
sibles par 5. Mais », i», w ne peuvent pas non plusétret tous les trois, 
premiers à 5, puisque l'on aurait atora 

m"s^i, v^E^t, w^B±t (mod. 5;, 
ce qui ne permettrait pas A la somme 

d'être so (mod. 5], comme elle doit l'élre. Il est visible qu'un des 
entiers r/, w doit être multiple de 5| et les dm» autres premiers à 5. 

Soit donc 

W = 5(9S-H t); 

il en résultera 

5 {*» -H 7) as «■ »^ -h a5 (as -H l)*, 

«et V étant pn-micrs à 5. 

• Maintenant on voit que la somme + ei>t divisildc par 5 : le 
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quotient sera, on le sait, une autre somme de deux carrés, et comme 
u* v* était un entier împtiranient pair, il faudra que la somme nou- 
velle de deux cairfe faite de même un entier impairement pair, c'est- 
à-dire que les deux notiveaiix carrés soient impairs^ On est ainsi con- 
duit (en divisant par 5) & l'équation 

8n -f- 7 B (a* -i- \)* + {iy -h i)' -h 5 (as -4- 1)". 

Développez les carrés, retranchez 7 aux deux membres et divisez 
par 8 : vous en conclurez 

_ ^5 

c'est-à-dire le ihéorème VI. 

Théorème VII. — « Tout entier « est formé d'un nombre (riaugu- 
n laire plus le double d'un nombre triangulaire et le triple d'un 
* pareil nombre : tntremeQt dit, pour tout entier donné n, on peut 
> poser 

n=A + aA'+3A'. * 

Voici quelques exemples ; 

I — I -H i.o -I- 3.0, a= o -f- 2. 1 -(- J.o, 

3= 3 + a.o-i-3.o, 4= I -ha o -4- 3,1, 

5s 3-i-a.i + 3.o, 6= 6+a.o-i-3.o, 

7 = I -t- a.3 -I- 3.0, 8b 6-H3.1. + 3.0, 

93= o + a.o-1-3.3, iob 104- a.o -h 3.0, 

11= o H- 2. t -j- 3.3, \i= I + a.i -4- 3.3, 

t3 = 10 -(- a.c) H- 3. 1 , i4= 3 -4- a. I -f- 3.3, 

i5 = i5 -t- a.o 3.0, 16= i-t-a.6 + 3.i, 

17» i5-i- 2.1 +3.0, i8s i5 + a.o-i-3.], 

19= 10-4- •.o-t-3.3, aoa i5 + a.i 4-3.f. 



C/Ctte fois encore on n'a indique pour chaque entier qu'une décompo- 
sition. 

Faaaona à la demonsiralion du théorème VU, et i cet efiet obaer* 
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«ons que le produit 

3(4«-*-3) 

étant de Ui ibraw 4fi 4- 1 peat être représenté par une somme de trois 
carrés : il y a même des représentatioDS propres, c'est-à-dire telles» que 
les racines des trois carrés ne soient p»s divisibles à la fois par un même 
facteur > 1, comme serait par exemple le facteur 3. ie fmae donc 

les «ntiers u, Vf w ii'étaitt pas a la l'oiiï divisibles par 3, d'où l'un cou- 
clura sans peine qu'aucun d'eus ne |ient Tétre, vu qn-anlrement la 
somme 

«• -h -4- tv" 

ne pourrait pas éire -^o (mod. 3), tandis qn'il faut -qu'eàle le wit. J^e 
produit 3(4m-(- 3) étant, d'nn auti» c6tés 1 (mod. 4^ un des en- 
tien Vf w devra être impair et les deux autrea^pairs. Je supposerai 
donc dt-soi mnis u impair, v et w pairs. Ceci convenu, Je multiplie 

par a l'êqualiou 

3 (4n + 3) as «• -I- 1»* -I- »v», 

et j'en conclus 

6(4/1 4- 3; = (« ■+- i')' -*-(« — o)* -4- a IV». 

Les entiers u-h» et u — v sont impairs. De plus, at et p élanl pre> 
miers à 3, on a 

v^:^i (mod. 3), 

d'où il suit que des deux entiers u + t*, u — c un est divisible par 3 et 
l'autre non divisible par 3. Je représenterai par t celui qui est premier 
à 3 et par 3 (aa -«- 1) celui qui est divisible par 3. J'aurai donc 

•6 (4« -4- 3) = !• -I- aw* + 9 (a* -I- 1)», 
/ et (f étant premiers à 3. Maintenant ou voit que l'sntier impair 
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est divisible par 3. Jje quotient (impair auni) sera à aon lour Ibnné 
d'un carré (impair) plus le double d'un carré. En coniéquencv j'écris 

a(4/H- i) — (ax-h i)» + a** -»-3(as-M)". 

.Mais le premier membre étant ~2 (inud. 4)> il faut évidemment que 
l enlier s soit impair. JNous avons donc enlin 

811 + 6 = (aar -I- 1)« -H a (aj' i)* + 3 (a» -I- 1)». 

Développez les carrés^ retranchez C aux deux membres et divisez par 8: 
il vous viendra 

Il ss _ + a«— — — -f j- ' t 
a a a 

c'esl-à-dire le théorème VII. 

Ce qui me fiiit attacher quelque prix ans théorèmes VI et Vil, 
c'est qu'ils complètent la série des théorèmes qu'on avait à trouver 
dans le sujet tout spécial qui nous occupe ici. Je veux dire que nous 
avons épuisé les expressions de la forme 

ouUfby c sont des entiers donnes, qui peuvent représenter sans ex- 
ception tons Ica nombres 1, a, 3, 4> <^tc. 
Pour que l'expression 

puisse représenter ruiiilé, il faut qu'un au inoins des coetBcients a, 
fr, C soit égal k 1. Prenons donc a = 1, et dans l'expression qui rester 

siipposonsi comme cela est évidemment permis, é^h. Il est cbir qu'on 
ne pourra représenter le tumibre a, qui n'est pas triangulairtfj que *i 
l'on a £ B t ou 5 as a. De là deux expressions distinctes : 

A-f-A'-t-cA', c s I, a, 3,4» 
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A + a Â' + c A', c s «, 3, 4, 5,. .., 



qu'il fimt «UNnioer ■éparémcot. 
Piour la pramière esprewioB 

à -+ à -t- cà", 

oo ne peut pas aller au delà dec = 5; car en prenant c> 6,on ne pour- 
rait pas représenter le nombre 5, qui n'est ni triangulaire ni somme de 
deux triangulaires. La valeur r-= '6 doit d'ailleurs être écartée; car 
l'eEpraarion 

ne peut pas représenter le nombre 8 par exemple, ainsi qu'il e&t 
aisé de t'en awiwer numériquenient. Mais pour mioix mettre en évi- 
dence U cause générale qui rend la formule dont nous parlons im- 
propre à notre objM, observons que Téquatim 

RssA-4-A'-l-3A« 

entraînerait oelle-ci 

«« + 5 = i« -I- 1" + 3i'% 

i, i*f ï' étant des entiers impairs. S n est quelcoaquCf nous pouvons 
prendre comme cas particulier 

8»-i-S = 3(8g-+- 7), 

g restant à volonté. Il nous viendra ainsi 

de sorte quex* •+■ i" sera divisible par 3, ce qui exige que séparément 

i=3/, i'=3/', 

et donne 

8g -h 7 «i-»-»- 3 
Si donc on prend g tel, que 8^-1-7 soit sa (mod. 3), l'équation de- 

Tea* TUI (a* Urit). — IUm iSU^ 1 1 
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viendn impossible. Cda arrive en prenant g a* a, d*où 8; 7 s aS, 
c'esb-à-dire en foisaok 

8r + 5 = 3.a3 = 69, 

d'où n B 8» ce qui est la valeur indiquée plus haut ; mais «m voit 
qu'il y a une infinité d'autres valeurs de a non décomposable* sous la 

forme A -(- A' -1- 3 A'. 

Quant aux formules qui répondent à c = 1, a, 4i ^1 li^ivoir : 

A A' 4- A", 
A -4- A' -h -i A", 
A -f- A' -h /tA% 
A-i-A' + 5a% 

elles répondent à nos théorèmes I, II, III« VI, et chacune de ces for» 

mules représente tous les nombres entiers, sans aucune exoeptioo. 
J'arrive k la seconde expression générale 

A-l-aA'H-cA'. 

On peut y prendre c = 2, i, 4i d'où uaisii(. ut les trois expressions 

A -I- a A' H- a A', 
A-»- 2A' -I- 3A', 
A -(- aA' + 4A% 

qui répondent respectivenient à nrn tliéorémes IV, TII et V. liais on 

ne peut pas y faire c > 4 > car alors on ne représenterait pas te 
nombre 4 <l"i 'l't'st pas eicprimalilc p;<r la formule hitiome A -h a A'. 

Les sept tiiéoremes que nous avons mentionnés plus haut sont donc 
les seuls qui existent dans le œrde limité où noua nous reofiennons* 

L'expression 

aA bù! -4- cA' 

a sur la forme 

ax* + fy* «■ 

l'avantage de pouvoir, pour certains systèmes de valeurs des entieis 
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donnés b, c, représenter ton» les nombres. De quelque manière 
qu'oa la particnkrise, la forme 

ne jouit jamais d'une telle propriété. En eliet, pour que 

rtdp" by* -h ci^ 

représente runité, il faut qu'un des coeffîcienLs a, b, c soit rgal à i. 
Prenons donc a = i,et supposons de plus, comme nous en avons le 
droit, c^6, puis discutons la fiimnle 

«• + by* -h Cl?, 

qui se déoompose en oes denx-ci 

JC*-»- j'-HCS', C= I, a, 3, 4»—i 

-f- ay' -H C = a, 3, 4v> 

attendu qu'on ne peut représenter a qu'en posant b = i ou 6 = a. 
Daos la première, on ne peut pas aller au delà de c = 3, saos quoi on 
ne rapiésenterait pas le nombre 3. On n*en tire donc qne les trois 
expressions suivantes 

X» -h j-* -I- 2*, JT» -4- y* -(- a»', a* + y* + 3»*, 

lesquelles sont elles-mêmes à rejeter, car la première ne représente 
pas le nombre 7, la seconde le nombre 14» la troisième le nombre 6. 
Quant-à la formule 

«• + a/* 4- a^f 

on ne peut pas y prendre c > 5| car alors on ne représenterait pas le 
nombre 5. U ne reste donc k discuter que les valeurs c œ a, 3, 4» 5, 
d*où naissent quatre formules particHlièrtt : 

«■-f* as^, 
«•H-a/»-i-3à^, 
«*+ ^jr*-¥ 4«'» 
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or nnciinp flr ces formules particulières ne peut être admise : la 
première ne représente pas ie iiotnbre 7, la seconde le nombre lo, ia 
traiiiênM 1« nombre i4« la quatrième le nombre 10. 
Ainsi la forme 

ax* ^hj*-¥' Ci* 
ne convient jamais à noire objet, taudis que l'expression 

donne quelques aolutioas. 

Mais on pourrait aussi considérer des formules à trois fermes, con» 
tenant à la fois des carrés et des nombres triangulaires, comme 

A □ 6 A -h e à\ 

où □ et □* représfutciit des carrés; et ia on trouverait pareillement 
des exprcasions propres a représenter tous les nombres. Nous poar- 
rous un jour traiter cette question nouvelle qui n'est pes sens intérêt 
et qui a ses difâcultés. 
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THÉORÈMES 



LE QUADRUPLE D'UN NOMBRE PREMIER DE L'UNE OU DE L'AUTRE 
DBS DEUX FORMES ^ok-t-i, aoilr + 7; 

Pab m. 4. LiUL VILLE. 



En considérant le nombre N des décompositions dont le quadniple 
d'un nombre premier m s 3 (mod. 4) 9ti susceptible sous la forme 

or et /* désignant des entiers impairs et p un nombre premier 8g 4- 3 

qui ne divisp pas ^, on prouve sans peine que ro nombre N est essen- 
tiellement pair. Mais quand m est de l'une de» tleux furine» spécîuleâ 

ao* -I- 3, aoA + 7, 

c'est-a-dire quand m est à la lois ^3 (mod. 4) = — 3 (mod. 5), 
on peut aller plus loin et démontrer que N est la somme de deiïx en- 
tiers impair» N, , N,» an sorte qu'on est assuré d'avoir au moins N as 

Cela résulte de deux théorèmes que nous allons énoncer et qui sont 
fondés sur la distinction des nombres premiers p de la forme 8^' î 
«n deux classes suivant qu'ils sont ou non résidus quadratiques de 5; 
l'une de ces classes contiendra donc les nombres premiers p de Tune 
ou de l'autre des deus formes 

4oA-<-ii, + 

et c'est à elle que se rapportera l'entier impair N, : l'autre contiendra, 
les nombres premiers p de lune ou de l'autre des deux formes 

40 A +3, 4oA4--a7» 
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et c'est 4 elle que se rapportera l'entier impeir Nos deux théo- 
rèmes s «ppliqueot en efifet à ces deux classes de nonibres premiers 

prises successivement. 

TnÉORiiWF I. — ' « Four tout uombre premier m de J une ou de 
» l'autre des deu* formes aoA 4- 3, aoA 4- 7, on peut poser au moins 
a une fois (et toujours un nombre impair de fois) réqualîon 

9 X et j étant des entiers impairs et ;» un nombre premier 4oil+ 1 1 
« ou 40 A + 19, qui ne divise pas ^. • 

Théorèke II. — K Pour tout nombre premier m de l'une ou de 
» l'autre des deux formes 10k 4- 3, loA + 7, on peut poser au laoins 
» une fois (et toujours un nombre impair de fois) l'équation 

4i» = x*4-f>*'*' 7», 

9 j étant des entiers impairs et p un nombre premier 4oA 3 
m ou 4oA -t- 37, qui ne divise pas j^. a 

On peut réunir ces deux énoncés en un seul en disant que : « Si du 
« quadruple t^in d un nombre premier donné, de l'une des deux 
» formes aoA' 4- 3, ixok 4- 7^ on retranche tant que faire se peut les 
» carrés impairs 

a il y aura un nombre pair N de restes susceptibles d'être mis sous la 
» forme 

• pétant un uombre premier (naturellement de la forme 8g 4- 3} qui 
> ne diinse pas j. Hais ce nombre pair K sera la somme de deux 

* nombres impsirs N,, respectivement relatif aux deux cas de 

» I ou 19 (mod. i\o \ vl (Je p~?> on 27 (mod. 4o). » 

Soit, comme premier exemple, m = 3» d'où l^m = la. Ou aura 

la— l'ss ii.i*, 
la-S's 3.1*, 
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d'oà visibleiiicnt H s a, ITi as i , H, se 1, eoi^niiéineot è ce que noiis 
avons annoncé. 
Prenons ensaite m a 7, d'où 4m = a8. U viendra d'abord 

. a8— i" = a7a=3».i*, 

oe qui ne fournit pas un reste canonique parce que l'exposant 3 n'est 
pas de la ferme 4^ + > ? ^ oontinuant on a 

a8-3»=i9.i% 
a8-5"= 3.1», 

ce qui conduit encore à N, = < , N, = i . 

Soit à présent m = a3, d'où ^m=: 9a. Les restes seront 

7.13» 

9a-3' = 81i«, 
9a — i'— 67.1», 
93 — 7' = 43.1', 
9a — 9* = M.l*. 

II y a quatre restes canoniques, et le dernier seul appartient à la pre> 
miëre classe des nombres p. On a, par suite, N| s if = 3, et cette 
fois encore notre théorème est confirmé. 

Pour itts: 43 (c'est-à-dire pour 4ns 17a) on a paiement N| ss 
Ha as 3, les restes canoniques étant d'une part 

et d'autre part 

17a- 3'=i63.i», 
17a— 5*= 3.7*, 
17a — i3'= 3.1'; 

.les restes non canoniques sont 

17a- 7*ss3.4i> 
17a— 9*B7.i3, 
17a— ii'œ3.I7. 
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Eii6n pour m:=l\'] (oti 4r7{ = i88) on trouTe N|s3 el Ni^sS. 
Après avoir écarté le reste non canoDiqtie 

188—1" 11,17, 

on obtient en effet ces deux classes de restes 

188» 3»= 179.1% 
i88- y =139.1», 
188— 13* s 19.1*. 

puis 

188 - 5»=i63.i«, 

188— 9» as 107.1% 
188— 67.1*. 

Je ne crois pas devoir pousser plus loin çes vérifications aumé- 
riques. 
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LA QUAimATimB DES SURFACES DU 9» ORDBE DOUÉES DE GSNTRB; 
Pak o. SCHLÔHILCH, 



Nos notions snr la qu.ult.Tture ilfs surfaces du second ordre douces 
de centre se boruont encore au tiiéorème établi |>ar I^gendro, que 
l'aire d'une portion d'une pareille surface terminée par quatre lignes de 
.courbure peut être exprimée par des intégrales elliptiques. Mais, à 
l'exception du cas très-particulier où il s'agit de l'aire totalf de Tellip- 
soidet cette expression est assez compliquée quand on y ctieclue toutes 
le* réductions indiquées, circonstance qui ett certainemaat la cause de 
ce qu'on n'ait encore trouvé dans la géométrie k trois dimemÎQns 
aucun théorème analogue à celui de Fagnano [*]. D'après cela, il ne 
rne semble pas superflii do innntrer dans ce qui suit qu'on peut déter- 
miner sur ciiacunc des surfaces uieniiomiées une infinité de zones ou 
calottes dont les aires peuvent s^expi mu 1 par des intégrales elliptiques 
de première et de seconde espèce, et que, de plus, des zones et des 
calottes peuvent y être déterminées dont les aires ne diffèrent entre 
elles <pie par des quantités algébritjues. 

Que l'équation générale des trois surfaces du second ordre, douée.s 
de centre, soit 

(i) A.r» 4- nj' -|. C»» = i, 

et que l'on ait pour les cas spéciaux 

Elli|isq|dc Ass-l-^* Bs-hji» C st-t- ^i 

Hyperbokide 4 UM Mppc , As-l-^, Bs-|-p, Cs— 

llyperboloiiie à deux nappe». . . A = — — > 8=— i» Css-f--^- 



{*) ^/n pourtant un «rtiele île 11. Le BaffM/urler mit$ à éigîfymet reei^SMe 

elles -one: h fliffrrrnrf phnifiable (raUer M|itenlm 1846, p. 33i); voyez uam 
une lettre du même auteur (p. 336). (J. L.) 

Tmm VUI («• térto) — M*M iM3. I > 
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Soit de ptiM, pour abréger, 

(a) a^^~^, ^«V^Ti^i 

alors a el ^ désignent les pxr»-ntricifés des sections principales dans 
les plans «le .rz et de yz. Vonv que y et ft soient toujours i"éels et 
a > jS, il faut supposer dans l'ellipsoïde a > Z> > c, et dans les hy- 
perbolotdes a< b. Qu'on imagine maintamant dans le plan de xjr 
denx ellipses concentriques rapportées à letindemi^azcs respectifs ^u, 
^0 et a, > rto, b, > A^- I^ aire annulaire comprise entre ces deux el- 
lipses pent être considérée comme la projeclion hon/ontale d'une 
zoue d'une des surfaces eu questiou. Soit Z l'aire de cette zone. On a 
alors 

où les intégrations se rapportent à toutes les valeurs positives de » et 
jr qui satisfont en même temps aux conditions 

Eu introduisant des coordounées polaires au moyeu des formules 
c<mnues 

et en posant, pour abréger, 

P= Acos»ô-»- Bsin'ô, Q = Aa^ eus- y + Bjâ' si^i'ô, 

la formule (3) se cLauge eu 
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La fonction qu'il s'agit d'inlégrer p«r rapport à r devient raliiw- 
ndle par la substitution de 

I — Qf» * 

on obtient 



les limites «« et u% étant 

. /», — p . /r, — P 

I/inlégrafion par rapport à « pourrait s'effectuer sans peine, mais 
elle fournirait une expression assez compliquée renfermant ou des lo> 
garithmes ou des arcs de cerele. Si et Ui étaient constants, on poni^ 
rait éluder cet inconvéniwt et limpUlier coosidérablement le calcul 

en renversant Tordre des intégrations, moyen qui ne réussit pas, tant 
que «o et u, sont fondions de Q. Il faut donc o))érer de manière à 
rendre constants et U|. Or on a, d'après la signification de P, Q, 

B'. _ P = - a) co««e + - b) sin*0, 

R.- Q= (7, - A H- ^) cos= 5 - B + I) sin»ô; 

la seconde de ces deux expressions devient divisible par la première* 
quand on a en même tempa 



II, désignant un facteur constant indéterminé. On peut remplir ces 

la.. 
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condiliom en ponBt 

fg\ ^% _ I , H. 

^ ' • A lA + H.) " ~ B [B -»- H,j ' 

ce qui donne 



SemUablement acquerra one valeur constante, en poaant 
savoir 



C+B, 

Dam ces hypothèses, 1 équation (4) se change en 

I 

et, en vertu des valeurs de P et Q, l'intégrale relative à 9 est 
• partant 

Pour trouver le sens géométrique de ce résultat, j'observe qu'en 
donnant à H tonjonrs le signe de C, l'équation 

A««*+ BV- CHa' = o 
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i«pré»ente an o6ne k base elliptiqiiet «t que l'inutraection de ce c6ne 
avec la snr&ce rqiréaentée par Técination 

Ajr*-»-Bj» + Cr* = i 

est une courbe à double courbure dont la projection horixoulale est 
déterminée par l'équation 

(10) A(A4.H)a:«^.B(B + H)/» = H. 

Quai)l aux valeurs du la quantité arbitraire H, on les peut toujours 
choisir tellement, que l'équation (10) représente une ellipse, dont les 
demi-ajce* sont réd», savoir 

V AlA-t-HJ \/b(B-H Hj' 

et comme ces valeurs s'accordent parfaitement avec celtes qui smit 
indiquées aux n'* !^': f t (7% on peut ('■tal>lir la proposition suivante: 
« Les intersections de la suriace représentée par l'équation 

» par les deux cônes dont les équations sont 

A'j-» -4- - CHo2» = o, 
A'ar* + B»7»-CH,s» = o 

» déteminent sur la première surfiK» deux zones égales et sjmélri- 
■ quement opposées par rapport au plan de xj-. L'aire de chacune 
» de ces zones peut être expriim'c, d'après la formule (9), pardesin> 
» tégrales elli|}tiques de première et de seconde espèce. » 

IjS construction de ces deux cônes est d'ailleurs la même pour cha- 
cune des trois siuiaoes «tt.question» car en substituant dans les équa- 
tions de ces o6nes les valeurs de A, B, C et en y posant 
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les signes supérieurs correspondante au cas où C est poMtif et h>s i>igae« 
inférieurs a celui où C at négatif, on obtient toujours les mêmes équa- 
tkmSf Mvoir 

jr' r' I' 

D*apré» cela, ces eànes peavent être construite en portant OHg = A, 



Fie. I. 




et OH, =: ht sur l'axe des z et en menant les longueurs 

— i 

Fo H«= F, H, = -gg- = — . 

r H -r u - - ''' 

parallèles aux demi-axes a et b. Les ellipses Fg Go et l\ G, seront alors 
les bases de ces cônes. Dans le cas d*un dlipsoide, les hauteurs et A, 
ne lont sujettes à aucune restriction { dans le cas d'un hyper]KiloId<' 
à tine nappe, il faut prendre < rt et h, < n \ enfin, dans le cas d'un 
hyperboloïde à deux nappes, il faut prendr t^ Z/^, > h el A, > b. 

Pour réduire l'intégrale marquée (9) à des ionctions elliptiques, 
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nom poMwu 



/ \ ^ - /C — B sino 

oda donne . 

f( 1 ^ 

« ^ [(C - A) E(9) + AF ) + A~(c^-B)co.», ^^^^ I 

Ëo posant, pour abréger, 

(la) G (9) = '-j^ î^tangy, 



et en déteraineni les limites de f au moyen de» lormulei 

(i3) 



ttny. = «i«,= y/^I, 



/c — A 



noos aurons le Ibnnule 



^.o(^)-o(^)^ 

pour laquelle on peut éerin 

(l5) Z = 1(<J - A) E (t) H- AF (t) + G - G ) 
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où l'aioplitude r est déterminée par la formule connue 

Dans le cas d'un ellipsoïde, on petit donner i H« et H, les valeurs o 

ou 00 , ce qui conduit à des conspqnpii( <*s remarquables. Pour Ho= o 
ou «> » la 2one Z se change en une calotle dont la figure repré- 
sente un quart (CU,V«). Soit Z, l'aire de cette calotte. La première 
des équations (i3) donne dans cette hypothèse sin 9* s « ou» en dMsi- 
j^Rnt par 9 cette valeur partiailière de 

(17) sin»=«r=^— — » 
et l'équation (1 3) devient 

(18) Z,= -4i^j(«»-e«)[E(<ri-E(t,)J + c»lF(.)-Pi„}j 

Dans l'hypothèse H, — » ou A, =0, la ligne d'uitersectinn du 
cône, dont la hauteur est nulle} avec l*dlipsoide, coïncide avec la 
trace borimntale AB.' Alors la Bone Z se diange en une autre zone Zq ; 
la figure ABn*Y« en représente un quart, et les formules (i3) et (i4) 
donnent 

(19) z,= -4i=l(••-l!»)E(^)+tfr(^)+.•€»0(^)l. 

Soit obhtivi- eu passant qu'on peut drdiiire de cette expression 
la formule connue qui donne la moitié de l'aire de l'ellipsoïde en y 
supposant /r, = oo , partant ^ ^ = 

La différence de Zo et Z| est 

et si l'on dispose sur A» et A. tellement que f « et 7, salîsiassent k la re- 
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]iition 

(il) cosff = cosço cosç», - sinÇd siiif, A (ff), 

on aura pour 2^ — Z, k valeur algébrique 

(a«) Z.— Z, .'^^ Ko»— c')j'siny.»iny, sinc-H fl'c'iG(?,) 4- G(f,} - G(«)jj. 

Li) vertu de ces équaiioQs et en y exprimant tout au mojeu de tt, 
bic, A, Aot A|„ on peut énoncer le théorème suivant: 
« Quand les hauteurs A» et i^i satisfont k l'équation 



V(a' -t- a;) (a' + a;) vvc'-j-/":} [c' H- A?) _ — 

« c «te 

B la différence entre les aires de la zone déterminée par le premier 

• cône et de la cakcie détenninée par le second est une repression 

• algébrique» savoir 

Ces formules deviennent très-simples dans le cas A« ss A„ c'est-à- 
dire quand il n'y a qu'un seul c6ne qui divise la suiûce du demi-el- 

lipsoide cil une calotte Z, et en une zone Z». Les deux équations pré- 
cédentes se réduisent alors, la première à 

et ia seconde k 

On pourrait établir des propositions semblables à l'yard des hy- 
perboloidesy mats elles ne seraient pas de nature à donner des résnl- 
Uts aussi simples dans les hypothèses particulières. En tout cas, on 

«•■•Vin(a«iM«).'»AMiBSS. ^3 
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peut rtgaidcr oes propotttions comme analogum à celles de FagtMDo 

sur l'ellipse et l'hyperbole. 

1^ méthode dont nous avons lait us.tge pour hi red ut lion de l'itilé' 
grale double au n'' (3) s'applique aussi a l'intégrale multiple 

//••--•^■■■■/(r^Z^ffe) "-fr- 

)>ourvu que les intégrations s'étendent :i toutes les Valeurs posiHvcs 
de ^v**t qui satisfont aux deux conditions 

Quant au résultat final, on le peut représenter sous la forme sui- 
vante. Supposons que Fintégrale proposée soit 

s=//. . .5- . ./ rff» ■ - 

et que les variables |, i), iloiveiit «atisfure aux deux conditions 
1— )««), I — >,s ^ 

dans lesquelles et X, sont des quantités arbitraires entre o et i ; 
alors on a 

ri,»»)r(<t)... r'' i m[i~a.) H{i—^) . ti~-<)r«*»""^'<» 

£n prenaut À« = i, X, = on retombe sur une iormuie particulière 
donnée d'abord par M. Catalan. 
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EXTRAIT DUNE LETTRE ADRESSÉE A M. LIOUVILLE 

PAR M. schl6miix:h. 

• Drcid*, «4 octobn 1861. 

» ... Je proHte de cette occasion pour vous comtnuoiqoer quelques 
remarques relativement à deux points delà science. 

» 1. La résolution des équations du quatrième degré devient très- 
simple quand on se propose de réduire une telle équation à une équa- 
tion réciproque. En effet, si dans l'équation donnée 

X* ax* bx^ -h car H- </ Œ o » 

on frit la subitilation 

on parvient à l'équation 

+ a? + PI* -h 7I + * = o, 
et les valeurs de «, p, y, ^ seront 

ir + a a Gr' + 3ar-^b 
^= iT— • ^ ^ 

Pour que l'équation en Ç soit réciproque, il faut que Toit âit ^s= i et 
ysa,c*cst>i-dtre 

g* = r* -+- fli* + hr* -^cr-^- fi, 
(4 + a) g* = 4 3 rt/' -h 2 br ■+■ C. 

L'élimination de g entre oes deux équations donne 

(4 r+ a)* (r* 4- «r» + -f- cr-f. <<) = (4'* + 3ar* a*r-i- c)S 

t3.. 
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ou bien 

(rt* - ^ah Se) r* ^a' b -i- :iac ~ Itb' -h l6d) r* 
•+■ (a'tf -+- 8fl// — ^bc) r 4- fl'rf — c» = o. 

Cette équation détermine b valeur, de r; les autres formules donnent 
successivement les valeurs de 

g, a, p, 4 et X. 
• Dans le cas spécial a s: l'équation en r devient plus simple 
8c/* - 4(*« - l^d) - 4Z»tr — c« = o , 

et par substitution de ras ^ elle se change en celle-ci 

-4- -I- (5» — « — c* =s o , 

ce qui est la résolvante d'iùiler. 

■ 1^1 résolution donnée est peut-être moins élégante que celle 
d'Euler, mats elle repose sur une idée très-simple qui est facile à re- 
tenir dans la mémoire. 

« II. On sait, d'après une remarque de Laudjert, que Ij fonction 

s — (- , 4- -r • ••» 

I — s I X' 1 — x* 

étant développée suivant les puissances ascendantes de x, donne la 
série 

s =x + ax* -»- a jc* -H ix* + . . , , 

où chaque oorfBcient contient autant d'unités que l'exposant a de di- 
v^eurs. La même fonction a éi^ transformée par Clausen (/o«n?<i/<& 
Crelle, t. Ill, p. gS) qui trouve 

SB .r + ~ .r' H -r a * -H ... . 

I — « I—*» I— *» 
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» Cette transformation est très-remarquable, et elle ofTre assez d'a- 
vantage pour le cas ot'i .r est uw petite fraction, muis elle cesse d'être 
favorable dans le cas contraire où x diffère peu de l'unité. C'est pour 
le dernier cas que je vais indiquer une transformation convenable , 
savoir : 

'="|?^-r-<=.'a)-.['a)]'-- 

les valeurs de:» coefficients étant 

C s 0,57731 S6649. t 



* 1.3.3 

rv — — (m)— - -î— 
^ ~ 1.3.3.4 4 ~" »64oo' 

* l'.s. •>t>*(> ^fisofSô 



• La transforinalioD indiquée se déduit aisément de la formule 
connue 

/(«)'fti+ï[/(«w)-/(o)i-H^r/'(»u)-/'(o)j-..., 

eo posant 

m = 9D , s s to. » 
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NOUVKAII THÉORÈME 
LE QUADRUPLE. D'UN NOMBRË PREMIER DE LA FORME 12^ + 5; 

Pm m. j. uouville. 



On pourni joindre c e tlu'-ort'me ;i ceux que nous avons donnés dam 
le cahier de mars 1861, |)iig«' 9 >. V oici en quoi il consisle : 

Soit m un nombre premier donné, de la forme laA -h 5. Je dis que 
son quadruple 4 m vérifiera au moins une fois (et toujours un nombre 
impair de fois) l'équation 

où X, jr sont di s ( tjtiors in)pairs et p un nombre premier non diviseur 
de jr. Comme d'ordinaire, uous admettons pour l la valeur zéro. 

Cet énoncé ifimpose au nombre premier p aucune condition ; mais 
par la nattire même du nombre donné m, Téqualion 

4iB= -f- 7» 

entraîne les déua congruences 

pr==i (mod. 8)> /9 = a (mod. 3}. 

Ainsi p ne peut éire (jue de lu lorme a4g -(- 17. 

On présentera notre théorème sous un point de vue plus coumiode 
en disant que si du quadruple i^m d'un nombre premier donné, de la 
forme laÀ- + 5, on retrandie tant que faire se peut les entiers 

3.1", 3.3>, 3.5», 3.7»,..., 

il y aura un nombre impair de restes susceptibles d'être mis sous ia 



Digitized by Google 



PDRES ET AHPLIQUÉE5. io3 

forme 

p étant UD nombre premier (a4g + ' 7 ) ^^'i divise pas j-. 
Les nombies premiers de la forme laA + 5 fermeiit le suiie 

5, 17, 39, 4». 89, 101, ii3,...; 

verifi'Mis notre théorème sur qu<»lqiies-iins dp ces nombres. 
Pour in= S (d'où 4"! = 20), on u'a qu'un seul reste 

ao -3.i" = 17.1" î 

mais ce reste at comme il le faut, la forme canonique. 
Pour m SB 1 7 (d'où 4m = 68), il vient d'abord 

68 — 3.1' = 6j = 5.i3, 

ce qui ne fournit pat un reste canonique; mais le rcate suivant 

68 -3.3*= 41.1» 

a la forme voulue, et le théorème subsiste. 

Pour /» =s 39, 4"> ^116, les trois restes qu'on trouve sont cano- 
niques : 

116 — 3.i* = ii3.i*, 
ii6-3.3«= 89.1», 
iie--3.5»a= 4i.i». 

Pour f» = 41» 4^ = 164, on a aussi trois restes canoniques 

164 - 3.3» «1 37.1», 
164-3.5»= «9.1», 
164 — 3.7»=5s 17.1*. 

plus un reste non canonique qui est 

164 — 3.i'ss 161 s7.a3. 



io4 JODBNAL DE MATHÉMATIQUES 

En&n on a également traie restes canonique* pour 

m = 89 

et pour 

101, 

savoir, d'une part, 

4. 89-3.1^ =353.1', 
4. «9-3.5* =a8r.i», 
4. 89 -• 3.9^ = I i3.i*, 

etf d'autre part, 

4>ioi — 3.1* s4o'>'% 
4.101—3.7* =357.1", 
4.101 <— 3.ii*ss 4>>i'> 

Je me dispense d'écrire ks restes non canoniques el je ne pousserai 
pas plus loin ces calculs. On peut être assuré que toujours noire 
théorème serait vérifié. 
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SUR LA FORME 
-H j« + J- 3<*; 

Pau m. 4. LIOLVlLLJb:. 

1. Étant donné nu entier quelconque n* on demande une règle 
simple pour calculer à priori le nombre N, ou N (it), des représenta- 
tions de R par la forme 

of'-i-T'-i- x«H-3r*, 

c'est-à'dire k noiubre des solutions de l'équalion indéterniitiéc- 

tt = + jr^ -h t,' -t- 3«*, 

où .r, j-, s, t désignent des entiers inclilféreuinient posittfe, nuls ou 
négatifs. • 

Comme les nombres premiers a et 3, quand ils divisent n, jouent 
un rôle tout spécial dans la formule qui détermine N(n), nous pose- 
rons 

« = a" 3' m, 

m étant un entier impair, non divisible par 3, et tes exposants a, ^ 
pouvant se réilnire à zéro. 

liiseostein s'est occupé en 1847 {Journal de Crelle,X. XXXV, p. i34) 
du ctts particulier de a b o, p s o, n s m, c*est«à-dire du cas parti- 
culier où Ton ne considère qn'un entier impair non divisible par 3. 
La règle qu'il indique sans démonsiralion pour trouver N (m) consiste 
à clierch»'r l'excc^s de I.1 soninie des flivisciirs de in tompris dans l;i for- 
aiuie 13g ■±. t sur la somme des diMseurs de m conipn.s dans la tbr- 
mule ia^±5 : on en conclut la valeur de N(<ii) en multipliant 
l'excès dont il s'agit (et qui est tantôt positif, tantôt négatif) par les 

TooM VIII (a* licto). - kumu. iSSS. l4 
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facteurs numériques respectif 

6, —la, —a, 4 
suivant que m est de Tune des quatre formes linéaires 

lai + i, iaA--i-5, laAr— 5, laA — i, 

dans le^uelles sont contenus tous les entiers impairs non divisibles 

par 3. 

Déconiposiins m eu ficiix factetUb r/, <J de loiilcs les rnaiiicn s pos- 
sibles, ei\ sorte que m = En etnplojraot um notaliun di- i.et^eiuire, 
on a 



quand 
tandis que 

quand 



-•^ ' (3)=-' 
</s lag ± 5. 



LVxt t-s do la somnif* di s divisenrs H compris d;ni^ la formule lajf it i 
sur la souuuc des diviseurs ^ compris dans la fornude l ug ±: S s'ext 
prime donc par la fonction numérique 



21-) ' (ïj"- 



La règle d'Eisenstein revient dès lors aux quatre équiilion» ci-après : 
pour m = iaA-(- 



pour mas laA-h 5, 



Digitized by Google 



PUHES ET APPLIQUÉES. 107 

pour wi = laA — .'», 

N(m) = -a2(-«)~(|)^; 
enfin, pour m = 1 2A — 1 , 

N(m) = 42(-0 • (l)''- 
On peut Mifafttitner i la fonction 

^lne autre fonction numérique de même valeur absolue, maii qui a 
l'avantage d'exprimer toujours im nombre positif. Celle fonction nou« 

velle eRt 

On la trouve égale à 

quand m s laA ± 1, vu qu'alors on' a 

(-.)'^('^j=(-.)'^(i). 

OMIS égale ei de Signe Contraire quand m = laA ±. 5, attendu que 
dans ce dernier cas 

(-.,'^(^)=-(-.)'^(i). 

comme il est aisé de s'en assurer. 
On peut donc poser, pour m s laA + 1, 

•4.. 
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pour mss faA + 5, 

pour m s laA— 5, 

i - 1 

enfin, pour m = lair — i , - 

N('«)=4 2;(-.)"(^)rf. 

Mai» je réanii ces quatre fi^rmules en une «eule, eu écrivant 

N(m)«[3^(=)][a+(-,)^]2. 
où,pourabr^er, jeroetsumplenient 2» an lieu de 

♦ ' 

2. I>a règle (t'F.isenslein ne s'appliquant ni niix enriers impairs 
multiples de '5, ni aux rnfiiTs pairs |)r<*ini«'rs à ni ii fortiori aiix en- 
tiers pairs et multiples Je i, nous avons dû non-seulement constater 
au moyen de nos JormiUes géténUeg l'exactitude de ses énoncés, mais 
aussi en chercher d'autres pour les cas qu'il a omis et qui ont leurs 
difficultés propres. 

Qu'il s'agi&se d'abord d'un entier n impair, maii» multiple de 3, et 
soit 

1 eiiluT III eliiif premier à ^. Continuons à désif^iier par la simple 
lettre ^ la tunclion numérique de m employée plus iiaul. Mous au- 
rons 

N (3^»,) = [y-^' - (- i)^ (5)] [a 4. (- .r"^] 2- 
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Celle forunile coiivieni même au cas de p = o : elle redonne aloi-s la 
valeur de N ( m) inscrite la âu du n* 1 . 
Pour ^ = I , et en dislingaant les quatre fermes linéaires dont m 

est siisce|)til)le relativement an module la, OD a les équations spé- 
ciales que voici ; quand m = ink -h 



quand m = 1 ait -1- 5, 
quand m s t — 5, 



N(3m) = io2î 
N(3iii) = 82i 



enfin, quand m as laib — i, 

N {3m) = 242 

Passons aux entien n non divi&ibles par 3, mais paira« de façon que 

m étant impair et premier à 3. £n conservant à ^ » signification, je 
trouve cette fois 

"<»•«) = [î - (- •)' (î)j .r"^] 

En prenant a s o, on retrouverait la valeur déjjk donnée de N (m). 
En prenant « ss 1 , on a, pour m = lak + i, 

pour m = I aA* -t- 5, 
pour m» t%k— 5, 

N(aw) = ao2! 
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pour m = 12k — r, 

N (awi) = 10 2' 
Consklérons enfio un entier qaelconqiie n mis adiu lu foitoe 

m étant impair et premier à 3. Pour avoir 

on cherchera encore la tbnctioii rie m désignée par 2» puis on la mul- 
tipliera par le produit des deux facteurs 

et 

qui dépendent à la fois de m et des exposants |3. En d'autres termes 

IN (3'3^m) = [y*' - {^)] [a---' + (- .r'*"^] 2^ 

CeUf torimilc remarquable est absuliiincnt grinValf t l l'on peut y al- 
tribiuT aux exposants ce, |3 toutes les valeurs |>us&ibles, même la valeur 
zéro. 

5. On voit que la fonction numérique de m marquée par la lellre 

2 

Kt définie, au moyen des facteurs conjugués tt^ & de m/ par la somme 
joue dans la valeur de 
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le rôle h plus considérable, quoique d'autres éléments y aient aussi 
de l'iiiilueiice. 

En donnant avec lacobï une extension utile au symbole de Legeiidre 
qui £gure dans nos formules, ou peut écrire 

'-o'^(l) = (l)' . ■ 

et la foncliun ^ devient 

Gilto lornie « st celle (jii on doit prélt'ioi jjuur luetti'e en évidence cer- 
taines analogies; mais dans l'nsage ordinaire elle est moins commode. 

La soiiiîne ^ |)eut s'ex|)rifner par un produit il est aise de s assurer 

en t'tict que si a, 6,... désignent les facteurs premiers distincts de m, 
en sorte que 

la valeur de ^ sera celle du produit des iacteun ci«prés 



ou, ce qui revient au même, des b^enrs 

on voit par là que la valeur de ^ est eflaentiellemeni > o. Pour 



I I V. JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

m=s I, 5, 7, 1 1, i3, 17, 19, a3, a5, etc., les valeurs respectives de ^ 
sont 1, 4i 6> >3» 14» 1^ >4< 3it etc. 
4. lift formule générale donnée pour 

rêjtont complètement la question que nous nous étions proposée. Mais 
tioii!i ajouterons une remarque utile en décomposant la valeur to- 
tale de 

en deux parties séparées 

dont elle sera la somme, et qui exprimeront les nombres de solutions 
de réquatiun indéterminée 

a*Vm = r' -t- + 5»-*-3f» 

potir Ifvs deux cas disiincis de z* ■+■ 3<' entier impair et de 2' -t- 3<* 

<'iilit!r p;nr. 

On a t'ii fflel pour -+- 3/- impair 

N' (a-a'm) = a- [s'*' - (- 1)"*^ (|)] J 

el pour z- -i- St^ pair 

fornudcs (if'sqnelles résultt'iit de nombreuses conséqtiencrs 

Je supprime, pour le moment, d'autres remarques d une miporiance 
égale, qui pourront trouver leur place ailleurs. 

li. Nous avons délerininé le nombre total 

N (4*3*1») 
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dn iolntions tant propres qu'impropnMide l'équation 

a'^m = «* -hj* -I- »• -h 3<S 

savoir 

N (a-y m) = [3^-' - (- .f*^ (f ) + (- i)'"'" "^J 
Ma» on peut lieniaiider à part le nombre 

M (a* 3^1») 

des solutions propres, c'est-a-iiirc des solutions pour lesquelles aiiciui 
facteur > i ne divise à la Ibit .r^ jr, «, f . Pour cela, eoroidérom ren- 
tier m décomposé en facteurs premiers sous la forme 

puis formons le produit 

dont les lÎMSteurs suocessiis sont 

et que je désignerai par la simple lettre 

n 

On passera de la valeur de N (a" 3^ m) à celle de M (a* 3^ m) en rem- 
plaçant d'abord par JJ« mais de plus, si /3 est > en remplaçant 
le facteur 

par 

8.3^-', 

TwM vni («• •érl*]. - AVMI tin. *S 
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et, ti s «6t > 1 , it! facteur 



m — I 

n-t^fii • 

a-^'H-(_,) 



par 

Cette règle s'accorde avec celle qu'Eisenstcin .1 donnée pour le cas 
particulier de <r = o, |3 « o, le seul dont il se soit occupé : il suffit alors 

de changer ^ en J|« 

Je remarquerai en terminant que si l'on représente le produit J 
par P {m) et la somme ^ par Q (m), on aura 



Q('»)=»'(r.)-*--^p(S) 



D représentant les ditfaeura de m dont le carré D* diviae aussi m, ce 
qui arrive toujours pour D b i par exemple. 
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SUR LA FORME 

PàÊL M. J. UQUnULE. 

1. Un demande une formule simple pour calculer a priori le nombre 
dfié représentatioDS d'an entier donné quelconque n par la ferme 

c'cst-à-dûre le nombre des solutions de l'équation indéterminée 

n= X* -*- as' -h azi -H 2t\ 

où X, jr, z, < sont des enriers indiffc^remmeot positifii, nuls ou négatift. 

Oiiiune la formule désirée dépend de la manière dont les nombres 
premiers a et 3 entrent dans la composition de n, nous ferons 

m étant un entier impair non divisible par 3, et les expoiiânii» a, jS 
pouvant se réduire -à séro. Cest donc du nombre des solutions de 
Téqnation 

a*3^i»=«» -I- as* -h axi-i- al* 

qti'il s*agira désormais. En employant une notation de Jaeobi [*], qui 
est souvent commode, nous désignerons ce nombre par 

N{2"3^m = x*-f-7' 4- -Jtz'-^ jzt-h 2^'); 

puis rappelant ce que nous avons dit (dans l'article précédent) au su- 



[*j Joarmal de CnUf, I. XII, p. 167 : Ar tvmfostttone mmmvrmm i qaaUur 
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jet du nombre 

des «olutionB que l'équation 

i*3^OT = *» 4- j" -h »» 4- 3/» 

comporte qnanil on exige que s* -i- 3<* soit un entier pair, nous don- 
nerons en deux mots la solution du problème qui nous occupe à 
présent : il nous suffira effectivement de poser l'équatiou 

N(«*3'in = + + + a«£ +»£•) = H" (a-^' ^m). 
On a vu que 

M-(a-3'ii.) = [3/»^'_(_.)-^(9)] [a-H.(-.r''*''^]2. 
où la simple lettre 

désifpie la somme 

relative aux diviseurs conjugués & de Tentier m =s En changeant 
<r en « -h i| on aura donc pour 

cette valeur 

[3^- + (_ ^ (9)] [a-*' > (- ,r'*'"^j 2, 

qui sera aussi la valeur de 
2. Si l'on se borne ^considérer (comme Eiseostein la Mi eu ift47» 
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dau» le Journal de Cnlle, t. XXXV, p. i34 j des entiers impairs non 
divisibles par 3, c'est-à-dire si l'on se borne au cas Irès-particnlier 
de a o> |3 = o, on trouvera pour 

N(iii = x' + ^'-1- as* -I- asf 4- a/') 

la valeur suivante 

de sorte que si l'on considère successivement les nombres m compris 
dans les quatre (nrmules linéaires qui peuvent leur convenir par rap» 
port au module la, il viendra pour la valeur demandée» d'abord 

si /n = I aA H- I , puis 
si ins laA + S, mais 
si iftssiailc— 5,enfin 

«2 

si m= laA — i ; ce qui s'accorde avec les énoncés d'Eîsenstein. 

Nous ne cmyons pas ntilf d'ajouter ici d'autres cas spéciaux : l'im- 
portant est d'avoir donne la formule générale et surtout d'avoir bien 
mis en évidence par l'introduction de la fonction numérique 

N'(a-3^«) 

le lien intime qui unit la ferme 

yc* -H -*- as* az/ •+• al" 

à la forme 
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Au rMte 

et 

aa'-4- azt-¥- a*' 

8ont les deux lomef quadratiques binaires (l'une proprement pri- 
mitive, l'autre impropremeul priuiitive) qui appartiennent au détermi- 
nant — 3; et c'est de ià que mni, on le conçoit, la liaison que nous 
indiquons entre nos deux fermes (pia remaires. 

3. Ëisensleiu a aussi donné ^pour les entiers m impairs et non divi> 
siblcspar3) l'expression du nombre de» reprétentalions propres, par 
la forme 

x*-t-^*+ a»» -t- a«l-l- ai", 

c'c8t-&Hlire qu'il a donné Tezpression du nomi>re des solutiofis que 
réquâtion 

m = «• H- ^ -H ai* -4- aa* 4- a*' 

comporte quand on exclut les valeurs de «, j^, s, t qui seraient divi- 
sibles par un &cleur commun > i. Alors, au lieu de la somme 
il introduit le produit 

n = [<.'+(- (5) "'-'][*■+ (- .)'"^ (I) *■ -] •. 

déjA considéré dans l'article précédent, et qui se forme au moyen des 
facteurs premiers a, h,... de l'entier m — n'' h' .. il laisse d'ailleurs 
subsister pour li s r|nnlre valeurs de m (mod. I a) les coefficients nu« 
uienques 4t 3, la, 6 uidiqués plus haut. 
, Mais s'il s'agit d'un entier queleonqtie 

n = a'a^w, 

on n'obtiendra pas la valeur du nombre des représentations propres 
de n par la forme 

-h 7* -h a a*-*- aï* 
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en se couienuint de changer ^ «n dans l'expression 

[y- V (- (5)] La- - (- ir'""^] 2 

du nombre total des representations ; il faut de plus, si jS est > 1 , 
ictnplacer le fiu^tmir 

par 

8.3^-', 

et de mémef ai a «t > 1, il Êiudra remplacer le facteur 

m — I 

«-t-iS-» 

a— -(-I) 

par 

3.2—'. 

Ce n'est que quand on a à la fuis /3 < a et a < a (par exemple « s o, 
fisso) que le changement de ^ H nifiît. 
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SUR LA FORME 

X* J' -i- Z' ZI -i- t* i 

PàM M. J. UOHniiLE. 



I Nous sortons de la terminologie précise de Gauss en donnant le 
nom de forme a l'expression 

X* +/■ 4- «• + «1-»- 

puisque le rectangle zt n'y a pas un coefficient pair} mais il est bon 
quelquefois d'admettre des coefficients impairs. Quoi qu'il en soit, 

on deiiiriiidp une forimilo simi>le pour calculer à priori le tiomhie 
des repré.sentations d'un entier quelconque n par l'expression indiquée 

«• -h /■ -♦- »• -t- at -h 

c*est-à«dire le nombre 

N (« = + j^' -»- a* -h »< 4- <*) 
des solutions de l'équation 

n = + -i- -i- 2t -h ^ 

OÙX, J'y z, t sont des entiers indilTértMnineiil positifs, nuls ou négatifs. 

Or nous pouvons répondre tout de suite à la question propost e eu 
nous en référant k ce qui a été dit dans Tarticle précédent concernant 
la forme 

j»+ aa* + aar + a<*. 

Un s'assure aisément en elTet que la valeur de 

îi{n = x^ + y + z* -h zt^ t') 
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«I celle de 

N ( 2/1 = jr* 4- j'* -I- 1 2* + a*< + a/*) 

•ont égales entre elles. 
Sâ donc on pose 

m désignant on entier impair non divisible par 3, et les exposants a, |3 
pouvant sf réduire à zéro, on trouvera (on se servant des résultats et 
des noiatious de i'article cité) la valeur suivante 

[V- _ (- (I)] [a--^ + (- ir '*'^] 2 

pour le nombre cherché 

N = «• -H j« + a» -H + «'). 

8. Dans le cas particulier de « ^ o, /3 =3 o, c'est-à-dire pour 

N (»i = X» -h^» -»- a» -h a/ -t- 
cette valeur se réduit à 

[3-(i)jU(-.M2. 



savoir, k 








quand mK laA -i- i, nuis à 








quand m s laA 5, et à 






«2 


quand m s i%A 5, enfin i 






"2 


quanti m — i^k — i. 





laM VIU( i" •»■•). — Atml laO. l6 
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Poor a s ^ s I, c'eit'à>dire pour 

N (3« + jr« + »• -I- xt + <» 

ce «irait 

[9 -(i)] [4-1-0^] 2* 

savoirr 

ri msstaA -i-i, mais 
si m» iaA-t-5, ou 

5o2 

si m B laib — 5, enfin 

si m= laAr — I. 

Soit en dernier lieu « = 1, |3 = o, de hçon qu'on demande la va- 
leur de 

N (am s X* -h 7* -h s' + st -h f*). 

Cette valeur »era 



savoir, 
quand m = laA -^ i, nais 

.42 

quand m s tak + 5, et 

362 

quand m s 1 air — 5, enân 

.82 

quand ms laA — >i. 
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3. Veut'Oii mainteDant le nombre des représentations propres de 

|)ar la forme qui nous occupe 

jc* -f- z* + «f -f- #•? 
Il biidra, comme dans les deux articles précédents, former le produit 

n = [«^+(- (î) «^-] (- (i) 

an moyen des facteurs premiers /i, A,... de l'entier 

m = a'' ^' ... ; 
puis, roasidéraut rezpretston 

du nombre total des représentations, on y changera d'abord 

2 



en 



11 

mais en outre, si jS est > i, on y remplacera le iàcleur 

par 

et, si SE est > f, le bcteur 
par 



3.a*: 

resprcnion transformée sera celle qu'on cherche. 



i6.. 
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SUR \JL FORME 

4- r' -+- iZ* -I- 6t' ; 

Pau m. é. LIOUVU.LK. 



1. La détermination du nombre des repréaentatious d*ttn entier 
donné n par la forme 

ouy autrement dit, ia détermination du nombre 

N (» « «» -I- j'» -I- a*» -h 6<« ) 
des solutions de l'équation indéterminée 

« = jr» -1- -I- a s» -t- 6 £% 
se rattadie à oe que nous avons donné plus haut concernant Ja fwme 

Nous continuerons ici k déngner par N (n) le nombre des représenta* 
tiens de n par cette dernière forme, c'est4-dire que nous écrirons 
simplement 

an lieu de 

Hons continuerons aussi à poser 

n s 9*3^111, 

m désignant un entier impair non divisible par 3, et les exposants «, 
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j8 pouvant se réduire à séro. Enfin nons rappellerai» que 

N (a-^m) = [3'-' - (- U'^' + (- «f ""^J 2» 

ou l'on désigne abréviativement par 

2 

ia somme 

2(-.)'^{^)rf, 

retfltive aux groupes de diviseurs conjugués è du nombre «ntiei* 

2. Gela étant, je remarque d'abord que le problème proposé pour 
la forme actuelle 

n'oflre aucune difficulté quand il s'agit d'un entier n pair. Il est aisé 
en efliet de prouver que, si a est > o» on a 

partant la valeur de 

N U'3''/n = a» -h^* 4- a»» -h Ôx») 

est alors égale à 

I >r '-^ (- i)"*^ (5)1 [»" - (- «r'*"^] 2- 

Mais |)uur a = o, il f.iiit une autre furaiiile. 

5. On pourrait ici distinguer deux cas, suivant que l'entier im- 
pair y m rst de ia forme 4g + ■ ou de la forme + 3. 
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Four y m = 4^ + > i je trouve 

tandis que, pour 3^m s 4g 3, i| vient 

N (3^m = -h aa" + G/*) = ^ N (a.^ /«). 

Mais on réunira ces deux v:i^ en un seul, en prenant pour diviseur de 
Tunité dans le second membre, non plus-3 ou 5, maïs 

4-{-i) " . 
En un mot 1« valeur générale de 

N {3^™ «X* + j« -»- as* + 6<») 

est le quotient de 

N (a.3^flt), 

c'e»t<ii-dire de 

(9)] [4 ^(^.r"^] 2. 



par 

I— I 



Il y a donc simplification, puisque le dénominateur n'est autre chose 
qu'un des fecleurs mis en évidence au numérateur. De là résulte cette 
formule définitive, propre à tous les cas et digne d'attention : 

N {y,n = +y + az^ + 6/^) = [s^ ^' 4- (- 1/ (^j J 2" 

En prenant jSso ei distinguant les deux formes possibles de 
m (mod. 6), on a en particulier 

N (m = +j» + as» + 6*«) = 4 2 
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si m = 6/ + I, tandis que 

f. Maiiileiiant occiipous-nods des represeiitatioas propres. Pour 
obtenir le nombre de ces représentations, il faudra au lieu de la 
somme 

2 

employer le produit 

n 

défini par l'équation 

II = + (- (î) <-'][*•+(- 0^ (î) 

où a, b,,.. sont les &eleurs premiers de m ss t^b',.,\ mais il y a plu* 
sieurs cas 'a distinguer. 

S'il s'agit (t'du entier impair /n, premier a '3, le nombre cherché 
s'exprimera par 

[ï-(i)]ir 

mais pour le triple d'un tel entier, on devra prendre 

[«-(i)]n- 

Ëufiu s'il s'agit d'un multiple impair de 9, avec |B > 1, ce wra 

8.3^-11. 

Passons aux entiers nupairement pain» À.y m. L'expi*essiun du 
nombre demandé sera 
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pour |3 s o et pour fi—tf mais 

8.ï-l,+(-,r'^Jn 

pour |3 > I . 

Pour les multiples de 4> non de 8, 4*3'^ ce («era 

[3'"'H-(-«y(î)j[3-(-.r'^]ii 

SI I 011 a p = o ou ^ = I, mais 
SI est > I. 

Enfin, pour les multiples de 8, a" 3^/» avec a > a, je trouve pour 
la valeur du nombre cherché : 

3.2— [a^--- -h II 

si t'exposant p = o ou = i, mais 
siTon a/S>i. 



Digitized by Google 



PUBES ET APPUQUÉE5. 



tag 



SUR LA FOBME 
Pas h. J. LIOlJVILLË. 



1. liS détermination du nombre des representations d'un entier 
donné n par la forme 

^•-i-aj'» •+- as* + 3«% 

c'est*à-dire du nombre des solutions de l'équation 

nssx*-^ aj* + aa*-l-3<», 

se rattache aussi aua questions traitées ci>dçssus. Il hut,- cette fois 
encore, poser • 

Bssa'S'm, 

m étant un entier impair non divisible par 3 et les exposants a, p pou* 
vant se réduire k zéro; après quoi on ferme la fonction numérique 

rebtive aux diviseurs conjugués dy&de l'entier 

La recherche du nombre 

N (a'S^in = -H V* ^'*) 
des sohitiona de Téquation 

a' 3''m = jr» -h a^' -+- + 3l» 

Tom* VIII (>• »éti») — AvuL iMl. I? 
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dépend eu eftét surtout de la fonction 

i.i-'i^ii)'' 

(|ue nous ilésignons par la simple lettre 

2- 

2. Quand oo a a = o, c'est-à-dire quand il s'agit d'un entier impair 
je trouve que 

N(3^in = x*-H2j*-t-az'4-3«») = [^3'^' _ i_ (^J^j 

En particulier si l'on prend |3 s o et si Ton né considère que kt 
entiers impairs prt miers à 3, lesquels sont snaoepliblei» reUlivement 
au module 6, des deux formes distinctes 



ou 



on a 



quand 



N (m = H- 27» 4- 3<' ) = a 2 

m = 6/ -M» 
N (m=x» -h a/* 3*"+ 3/') = 4 2 
m = 6/ — i. 

S'il s*agît d'un entier pair, a'd^m avec a > o, la valeur de 
N (a«3^iii « JP« a/* + as» + 3£«) 



quand 
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On voit donc que le& deux cas de as o et de a > o sont absolument 

(instincts. 

3. Donnons nuûnteiMnt le nombre des solutions propres de l'é* 
(juation 

et ii cet effet iulroduiions, comme dans les articles précédents, au lieu 
de U somoM 

1 

le produit 

n = [«" + (- ) ] [b- 4- (- o*-^ (3) ]• • • 

qu'on forme i Taide de la décomposition en facteurs premiers de l*en> 
tier 

BS = fl** 4** , . . J 

il faudra considérer bUccessiveiuent les eutiers impairs, les entiers 
impairemeot pairs, les multiples de 4 non dirisibles par 8, et enfin 
les multiples de 8. 

S'il s'agit d'mi entier impair m, non divisible par 3, le nombre de* 
mandé s'exprimera par , 

c'est-à-dire par 

all 

si 

«7". 
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mais par 

4n 

n fn = 6l — I. 

Pour un multiple impair de 3, non de 9, comme ^m, il faut prendre 

et enfin l'il s'agit d'un multiple impair deç^'i^m avec p > 1, ce sera 

Passons aux entiers impaîrement pairs a. 3^ m. Uesprewion du 
nombre cherché sera 

si p = o, mais 

[9 - (f)] [.+(-. j'^ln 

si |3 s I , enfin 
si Ton a j3 > 1. 

Pour les multiples de 4» immi de 8» 4*3^ m, on aura, si jS s o, l'ex- 
pression suivante : 

mai;», si ]3 = I , celles:! 

[9*(î)][3-(-)^JlI' 

citiiu, si p est > I , ce sera 
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En damier lieu viennent les multiple» de 8, représentés par 9*3^in 

avec a > a. Pour ceux-là, suivant que l'on a |3so, OU/9 = l,OU 
enfin jS > i» rexpression du nombre cherché est 

3.. — 1_3 -(-,)' (j)Jll. 

uu bien 

î..-'[9+i-,r(3)]n' 

ou enfin 
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"n v"T''n' r i ll n i mn ii tmjij n nmin)um LL ,itiniJiiun iiuiinriLiJinnimnfi f i-v i ^"""^"" 

SUR LA FORME 



1 . La déterminarion du nombre 

N (» = jp« -f. a + 4 «• -i- 6<*) 
des représentations d'un entier donné par la Corme 

X* -»- 2jr' H- 4 ** + 

n'offrira aucune difficulté à ceux qui se serviront de ce que nous ve- 
nons de dire concernant les deux formes 

X* -hy -h a*» + 6l* 

et 

4P* -H »X* -H a«" 3*'- 

En effet, on voit sans peine que, quand n e&t uupair, 
N (« = -H ajr« + 4»« -h 64') 

est précisément la moitié de 

N (« = X* -»- -I- az' + 6t') ; 
tandis que quand r est un entier pair a^, 

N(n = x- -h 2^^-h4z^-t-6f'; 

est égal à 

2. D'après cela, posons généralement n^sa^d^m^ m étant un en- 
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tier impair» non divisible par 3} et les exposants a, fi pouvant se ré> 
duire k zéro. Soit en outre 

N (/I = jT* -h ij* 42' -t- 61») = C {et, m) 2» 

2 ^Gomme plus tard conaervant la même signiScatiou que dans 

l«s articles précédents^ et C(flc, j3, m) désignant un coefficient fonc- 
tion do a, fi et de m, ou plulôl de 01 (mod. 3), dont il s'af^it d'écrire 
In valeur. Nous y réussirons sans peine, au moyen des propositions 
énoncées plus haut, en distinguant le» trois eus de a = o, a = 1, a > 1. 
Ona 

c,u,p.,«)=:[3^-+(-,)^(|)]. 

puis 

enfin, pour « > 1 , 

Ces formules résolvent complètement la question proposée. Je n'ai 
pas besoin de rappeler que i^^ j = j ou — 1 suivant que m = 61+1 
ou 6/ — 1. 

3. Ajoutons quelques mots relativeinenl au nombre des représen- 
tations propres de l'enlipr donne i^^t'iu |iar la lf>rnu' «pu nous o< - 
cupc, c'est-à-dire relaliveaieiit au nombre des solutions de l'équation 

a"3^m = jc» -h 47» -H 4x* -1- 6t' 

pour lesquelles aucun facteur commun > i ne divûe k la fois a-, jr, z, t. 

D'abord, si Ton n'eacluait que let solutions pour lesquelles jr, 
z, / ont avec m uo diviseur commun >!* le nombre des solutions 
restantes serait 

C(«,l5,«)n, 
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expression qui résulte du seul changeaient de 

2 

en 

n 

dans la formule qui donne le nombre total des solutions tant propres 
qo impropres. Mais il faut aussi exclure les soinrions pour lesquelles 

X, a, t ont le faLleur commun 2 ou le facteur commun 3; et pour 
cela on doit modiBer ir ( ot-ffii iont (^ /y, ^, m), sauf pourtant dans 

le cas où on aurait à la fois a < 2 et p < ■>.. 

Si l'on a « > I, mais jj < 2, nn rcm[)lacera C («, ;n) par 

C(fle, m) — C(a — 3,j8, m). 

Si Ton a a < 2, mais |3 > i , on remplacera C ( a, j3, m) par 

C(a, /S,!») — C(a, /S — 2, m). 

Enfin si l'on a en même temps a > i et J3 > i, on remplacera 
C (ff, j3, m) par 

C (a, |3, m) — C (a — 2, jS, ni) — C(a, ^ — a, m) + C (a — 2, /5 — 2, m). 

Tout ( eci d« rivp de principes généraux connus, et je n'insisterai 

pas davantage sur ce sujet. 



I 
I 
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THÉORÈME 

LIS NOMBRES mBHIBRS 00NTBM1» DANS ONE QOBLOONQIIE DBS 
TROIS FORMES LINÉAIRES iBèk-^-^S, ie6k+&j, ifi8il-+iS3; 

Pm m. J. UOCmLLE. 



Soit ni un nombre priemier ccmtenu dans une quelconque des Iroi:» 
formes linéaires 

168*+ 43, i68if-i-67, iG8A: + iG3, 

où l'on renianiuera que 

168=8.7.3. 

Il est clair que m est congru à 3 (mod. S), résidu quadratique de 7 

et résidu quadratique de 3. 

1^ théorème que je veux comtniinirjtier ici cotisisle en ce que pour 
chacun des nombres premiers m dont il vient d'être question, l'on 
peut poser au moins une fois (et toujours un nombre impair de fois) 
i'cqiulton suivante : 

y étant des entiers impairs, et p un nombre premier qui ne di- 
vise pas y, 

Ki^ (l'nntres tct iDes, si d'un tiombrc premier donné m, contenu dans 
une quelconque des trois formes linéaires 

168* + 43» i68Ar-i-67, i68Ar-^i63, 

on retranche, tant que faire se peut, les entiers formant la suite 

21.1*, ai. 3*. ai. 5*, ai.7*,..., 

il y aura un nombre impair de restes susceptibles d'être mis sous la 

Toat YiU (a* - Mu iStS. l8 
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forme canonique 

étant un entier (naturellement impair) et p un nombre premier, non 
divweiir de j. On admet, comme d'ordinaire, la valeur / so. 

Nous n'imposons à priori aiictnic coiulifion .m nombre premier px 
inai!> d'après ce qu'on a dil du nombre m auquel se rapporte l'équa- 
tion 

il est clair ipie l'on aiini p — 3 ;rao(l. 4), p résidu quadratique de 7, /> 
non résidu quadratique de 3. Donc ^ ne peut appartenir qu'à une des 
formes linéaires 

84g -t- M. 84§-ha3, 84g + 7'» 

et on va voir, eu etTet, les nombres premiers ii, a!l, 71, etc., figurer 
comtue valeurs de p dans les exempli s nnmériques ci-après 

Les nombres premiers les plus petits que iournissent pour m le» 
tKHB formes linéaires 

i68ifc-h43, 168A + 67, i68A-n63 

sont 

43, 67, i63, a«i, 33i, 379, 49«j, 547, 571, 739, etc. 

Voyons comment notre théorème se vérifie sur chacun d'eux. 
Pour m = 43, on a l'équation canonique 

43 as ai. 1*+ a.ii.i'; 

pour m = 67 et pour m = i63, on a aemblablenent 

67 = 21.1* -t- a.a3.i*, 

puis 

i63 = ai.i'-<- 4.71.1*. 

Pour in= ai 1, on a deux restes; d'abord 

an » ai.i* = 190 = 2.5.19, 
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ce qui ne donne pa& une équation canuiuque, mais ensuite 

ail — 3i.3*sft.ii.i', 

d*où l'équatioa canonique 

an =s ai .3* a.i i.i*. 
Pour chacun des troit nombres premiers 

33 1, 379, 499, 

on a de même deux restes, dont un seul e&t canonique. Ainsi, poui 

iRB 3Si, 

il vient d'abord 

33i — ai.i ' = 3io = a.5.3i, 

mais ensuite 

33i- ai.3* = a.7i.i». 

Pour 

m s 379, 

on a, d'une part 

379 - ai.i»= a. 179.1% 

et d'antre part 

379— ai.3* = 190 s a.5.19. 

Ënfin, pour 

"* = 499» 

les restes sont 

499 ~ 31.1* s 3.339.1* 

et 

499 — ai*3' s 3iOB 3.5.3i. 
Notre théorème se vérlBe également pour les nombres premiers 

547» 571, 739; 

|K>ur ceux-là il y a trois restes, tous les trois canoniques. 
Pour 

18.. 
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cw restet tont 

puis 

547 — ii.y = a.i79.i\ 

en6ii 

547 — 9t.S' = a.ii.i'. 

Pour 

m = 571, 

il vient 

571 —al. I* ss a. 1 1. 5% 

puis 

571 — ai.3*sa.i9t.i', 

enfin 

571 — ai. 5* = 2.23.1'. 

En dernier Heu, soit 

«=739; 

on a 

739 — ai . I ' =s a.359. l'v 

puis 

739 — ai. 3* = a. 1 1.5% 

enfin 

739 — 21.5' = a. 107.1". 

Je ne pense pas qu'il soit utile de pousser plus loin ces csicub; 
mais si loin qu'on veuille aller, notre théorème ne peut manquei. 

(l'être confirmé. 
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SUR l.A lOliMt: 
X* -H otj -i-j' z' -h zt -h t* i 

pak h. j. uoinnuB. 



1 . On (ieni»nd(' le nombre N des représentations d'un entier donné 
quelconque n, par la forme 

«• -h «r ^ + «• -I- « -H *<■, 

c'c8t-à>diFe le nombre N des solutions de Téquation tadélerminée 

w == JC» H- -K si H- <*, 

oil Xtjr^Sf i sont des entiers indilfihvninient positili, nuls ou négalîls. 

Comme le facteur 3, quand il divise n, joue un r6le à part dans la 
solution de ia question proposée, je ferai 

q étant un entier pair ou impair, mais premier a 3; et je dirai (!';)- 
bord que la valeur de n ne dépend pas de l'cxposatit a, eu «jrtc- 
qu'elle est la même que si l'on avait simplement nssq. Elle ne dé» 
pendi en etfel» que de la somme des diviseurs de somme que nous 
représenterons k notre ordinaire par (, ), et l'on a 

Ainsi, pour n = i , on a les douze représentations qui répondent 
aux valeurs suivantes de a-, j, t: 
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^=0, 










«= I» 




X=— 1, 


7 = 


s = o, 


* = o, 


jr = o, 






<s O, 






» =— I, 






J = o, 




l=- 1, 








< = o, 






* = o. 




x = o, 




1, 


<=- 1, 






«=- 1, 


<= i; 



et pour 

n = 3% 

oil aurait d*- tuètno 

A = la. 

Pour 

US 5oo 

ttt pour 

Its 3*.5oo, 

ce qui répond toujours k 

q s 5oo SB a'. 5*, 

comme 

^1 (5oo) = 7.i56 = 109a, 

il viendra 

N = 13. toga, 

partant 

N ss. i3io4. 

2. Nous venons de déterminer le nombre total N des solutions tant 
propres qu'impropres de Téquation 

n = a jcj -i- ^ f -f- */ -+- <*. 
Mais on pourrait aussi désirer d'avoir k part le nombre M des solu-< 
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lions projiros, pour lesquelles aucmi fiwileitr > I ne divise à la fois jc» 
X, /. Or il n'y a jamais de tdles solutions quand n est divisible 

par 9, vii qu'alors Ions les entiers jr, z, t sont divisibles néces- 
sairement par le facteur commun 3, ainsi qu'il est facile de s'en a^ii- 
rer. Si donc on pos*», comme ci-dessus, 

(j étant lu) entier preuncr a 3, on aura 

M»o 

toutes les fois que Tsiposant a sera > i. 
Bestenl les valeurs a = o, « k 1, d'où les entiers 

n = y, « = 3y, 

pour lesquelles la valeur tie M sera la même. Voici dr quelle fonction 
numérique de 7, M dépend alors. Soient a, b^...y les facteurs premiers 
de f , en sorte que 

et posons 

Z,(9) = (^ + ii^-)(A''4-6'— )...} 
nous aiu'ons, dans les conditions indiquées, 

HssiaZ«(9). 

On i-ecoiinait dans la tonclion 

une fonciion numérique déjà employée par nous, et antérieurement 
employée aussi par Eiaoïstein à Toccasion du nombre des représen> 
talions propres d'un entier impair par une somme de quatre carrés. 
Ici rentier 9, qui figure dans 

2. (ï)» 
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«it prenier à 3, mais indiiTéreuiineiit pair ou impair, et quand i) est 
pair le facletir a est compris datts les fadeurs «l, dont il a élé 

question plus haut. Soit, par exemple, 

q s 5oo s a*. 5', 

on aiu-a 

iV) = -•- 2) (■'■>' -H 5*) = 900; 

et par suite le nombre M des représenlations propres de chacun deb 
deua entiers 

600, I ô<>u 

par la forme 

«• -I- jTf -I- -I- »■ -I- a£ -h 

s«ra égal au produit 

c'est-^-dire égal à 

10800. 
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NOUYËLLfi THÉORIE DES DIAMÈTRES; 
Pm h. F. LUCAS, 

imghA&u im font» H OiimIIm t Wiw. 



§ 1". — Points centraux d'un sj iièine de points en ligne droite. 

1. Des points centraux d'un système de points en ligne dmite, — 
Considérons sur une droite un système de points fixes 

r 

et nu point mobile V. Le produit de segments 

VA, X VA,X...xVA, 

varie, quand V se déplace, et d<> vient niaximum pour certaines posi- 
liom du point mobile. Nous app* lleron» ces positions le» pt^tt een» 
traux du ^stème proposé. 
Prenons sur la droite une origine d'abscisses O et désignons par 

les ahsci^isps des points doiiaés} parâT i'abscisse du point mobile V. 
Mous aurons évidemment 

A, V X A,V X...X A,V « (jc — a,){x — — a^) »/(x), 

J\x) désignant une fonction algébrique entière, du degré p, qui 
s'annule pour les valeurs <v ^ '* variable et dans la- 

quelle le terme eu x'' a pour coefficient riitiilé. 

abscisses des points centraux cherchés sont les racines de l'é- 
quation 

/'(*) = o, 

T«M VIU («• aértoV — Mm iSSS. I9 
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et pnr conséquent les points centraux d'un système de p points en 
ligne droite forment un groupe de [p — i) points. 

2. Cas où un ou plusieurs des points donnés vont à Vinfini. — Met- 
tant à part un des points donnés, A,, par exemple, nous poserons 

/(«) = (*-«i)9(«)» 

9>(jr) étant du degré {p — i). 
If o<i8 aurons alors 

/'(X) = {X (X) -H y (*) = (X - «,) [9' (XJ -h 0^ 

Par conséquent, si â, augmente indéBniment, réquation y(x}ao 
tendra k prendre la forme 

et à se décomposer en ces deux autres 

(x-fl,)»o, 
f'(«)«o. 
Donc : 

Si tun des points domés est à Vit^Ù^ H fcùt partie des portas cat' 
tmu.T du système, et les autres points centraux sont pre'ciM-'inrnf ceux 
relalijs au sjrstcme qu'on obtient en supprinuint le point à f'injini 
parmi les points dtmnés. . 

De même, si nous mettons k part les pointa A,, A,,..., A^, noua po- 
serons 

/(x) =s (X - a.) (X - a,)...tx - a^)^ (x), 
^ (x) déaifinant une fonction du degré p — f , et noua aurons 

/'(X) « (X - n,) (X - «,)...(x - «,) [y (X) + 2; j]^]. 

la sommation par valeurs entières se rapportant à l'indice /'. 

Par conséquent, lorsque a,, Ot,-.-, a, augmentent indéfiniment, Té- 
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quaiîoti /' («) s o icDd à w déflompoMT dam l«s suivanlw : 

' = et f(x) = o. 

• • * ■ • • k 

4? s= 0f V I 

Donc : 

.9/ de,% in)infs (hnries sont à l'injini , ils font paHîe des points 
ceiitraiia- du sjstème, et les autiei points centrau.r sont précédaient 
ceux rda^fi au sjrstême qu'an obtient en sifffrimant, parmi tes points 
donnés. Us points à Vinfad. 

3. Ca* où pSusiam des peints donnés eetnciduU, — Supposons 
maintenant que les points A,, A,i..., A, coïncident sans aller à Tinfini. 
et déiiignoos par a leur abscisse oommuoe. Nous poserons 

/(jp) = (x-«)'9(«), 

d'où nous déduirons 

/'(«) = (* - «r« (çf (JF) -H (« - «) 9' («)] ; 
« sen donc (9 — ■ ) fob racine, de réquatioo 

/'(x) = o, 

et par conséquent : 

Si q des points donnés eoincidau en un seul, ce point appartient 
{q — t)/ois au» pointé centraux «lu s)-stème. 

4. Propriété projMive. — Projetons sur une droite qnelcomjiie de 
l'espace lei> clivcr<s points de la droite donnée, en faisant usage de 
pluns parallèles entre enx. 

Désigiious |>ar x' 1 abscisse de la projecliun liii point dont Tabscisse 
est jr, la nouvelle origine des abscisses étant la projection de l'an- 
cienne origine. 

Nous aurons 

.r = kx', 

k ilésignant une constante qui dépend de la direction des plans proje- 
tants. 

19.. 
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Conséquemment les abscisses des projections des points An At, etc,, 
seront les racines de l'équation 

F(«')=/(**)«o, 

et les atiscisses des projections des points oenliauz seront les racines 
de l'équation 

Pur conséquent : 

La Jigure formée par im xystcinc de fjoints en li>^np droite et par 
leurs points centraux est dnure des propriétés projectiles. 

C'est'ÂHKre que les piojections des points centraux du système 
donné sont les points centraux du sgrstènie projeté. 

§ 11. — Diantètres, pôles de l'infini et courbes centrales dans 

les courbes géométriques. 

It. Définition des diamètres. — l'tant doiiiire une cfMirbe du ile- 
gré p, si l'on uieue les sécantes parallvles à une directiou donnée et 
'si l'on prend sur chacune de cet droites les points centraux du système 
de ses intersections sivec la courbe, on formera le iUamèuv de la direc- 
tion considérée. 

Soit 

/(•*'. j)=o. 

l'équafioii de la courbe iljjnnét^, et désiginxis |);ir ni li> coefdcient an- 
gulaire de la directiou des sécantes i ces droites seront représentées par 
i'équaliou 

jr =s nue •+■ X 

dans laquelle X est un paramètre arbitraire. 

Donnons à X une valeur quelconque mats fixe; la sécante corres- 
pondante rencontrera lu courbe en des points que nous projetterons 
Mil l'axe des X. Les abscisses de ces projections seront les racines de 

J équation 

/(x, mx+X)=o, 
et les abscisses des points centraux du système de points ainsi formé 
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■eront Itt racines de Téquation 

y; («, OTx -h X j + mj^^^ (jr, mx + l, — o. 

Ces points centraux sont donc les projeclions, sur Taxe des », des 
points que déterminent les deux équations simultanées 

jr = mx + X 

J.i-^-^ J )-*- "Or (•*'.J') = o; 

et par conséquent, en vertu de ce qui a été dit au n° i, ces deux 
équations représeiilent les points centraux du système des points d'in- 
tersectiot) de la sécante et de la courbe. 

Or la dernière de ces équations est indépendante du paramètre X; 
elle est donc Péqualion m^me du diamètre cherché. 

Par conséquent le diamètre de la direction dont le coelïîcient an- 
gulaire est m est une courbe du degré — 1) ayant pour équation 

(>. Pôles de l'infini. — Si l'on donne à //i tonles Ips \ iirs fios- 
SÎbles, ou obtiendra toute la série des diamètres. Ou reconnaît sans 
peine que ces courbes passent toutes par les points, au nombre de 
[p — 1)*, dont les coordonnées satisfont aux équations simultanées 




Par consoqucnl ; 

Let diamètres pivotent un groupe de (p — t)- points Jijces liii plan. 

Nous appellerons ces points remarquables les pûtes de l'infini de la 
courbe donnée. Cette dénomination se justifie par certaines oonsidé- 
rations auxquelles nous ne pourrions donner place dans ce Mémoire, 
qu'en sortant du cadre restreint que nous nous sommes impose. 

Oo reconnaît aisément que si la courbe donnée possède des points 
singuliers^ ces points fout nécessairement partie des p6les de Tinfini, 
et que si, le degré de la courbe étant supposé pair, cette courbe 
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admet un cetiire, ce point fiiit aussi partie du groupe dont il s'agit. 

7. Courbe ceturale. — Le diameire de la direction dont le coeffi- 
cient angulaire est m est une courbe qui admet elle«iéine des pôles de 
l'infini, au nonabre de — a]P« déteroiiné» par les équations simnl- 
tanées 

Éliininiint m entre ces deux equations, nous aurous le lieu géométrique 
des pôles de l'infini dans les divers diamètres. Cette courte, que nous 
appelons la courbe centrale, a pour éqtuilion 

elle est algébrique et du degré a (/» — i). 

Lorsque /)=3, les diamètres sont des coniques dont les centres 
sont les pôles de l'infini, et la courbe centrale est elle-même une co- 
nique. 

8. Pmprictcx ilfs diamètres. — (Considérons luie direction quel- 
conque et menons à la courbe une tangeute parallèle à cette direc- 

' lion. 

Cette drtnte, considérée comme sécante, présente un point d'inter- 
section double, lequel, eu vertu de ce qui a été dit au 3, appartient 
comme point simple aux points centraux du système des intersections. 

Par conséquent : 

Le diamètre d'une directhn quelconque rencontre la courbe donnée 
aux point* les iangmtee eoM patallèles à cette direction. 

Considérons maintenant une ;isvm|ilofe de In conrlie. Sur cette 
droite considérée comme sécante, le point à I intiiii Ijgnre comme 
point d'intersection double, et par conséquent, d après ce que nous 
avons vu au 0* 2, il fait deux fois partie du système des pointa cen- 
traux des imersections. 

Par conséquent : 
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Lc diamètre de la directum tTuM asymptote est a^mptate à cette 

it roi te. 

Nous ne uous élendrous pas davantage sur cette théorie des dia- 
aiètl«i, bien qu'elle puisse se prêter & de plus amples développements, 
surtout Toi) considère des diamètres de difiéreots ordres ou di.i- 
mètres tlans les diamètres. Mais pour doiinor (m exemple du parti 
que l'on peut tirer de cette théorie dans i elude des courbes géomé- 
triqtw», nous allons exposer la claasificaikm des courbes du troisième 
de^. 

§ 111. — CiassificatioH des courbes du troisième degré. 

9. Division analjr tique en trm* familles . — L'équation générale 
des courbes du troisième degré peut être mise sous la forme 

/{Xyf) = ax* + 3A«'7 H- 3cxj' •+- dy* -^e^-h^ fxj 
Si Ton oonsidère la fonction 

laquelle est le «Ruriminant de la fonction homo^e 

ou pourra taire, sur la valeur numérique de cette fonction, les troi> 
hypothèses suivantes : 

f U < o, 

»• D > o, 

D = o. 

A chacune de ces liypotheses correspond une famille de courbes, en 
sorte que nous adopterons la classification suivante : 

I* O < o, famille hyperbolique i 

a* D > o, Jainiile rlliptifjuc; 

3* i) = o, famille parabolique. 
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Ceflp cl issincaiioii purement analytique et Ifs déiiotninations que 
nous venons d employer peuvent être justifiées par trois espèces de 
considérations géométriques. C'est ce que nous allons démontrer. 

10. Points à i'injini. — Imaginons une droite nicnéf par l'origine 
des coordonnées el passant par un pointa l'infini, réel ou imaginaire, 
de la coiirbe, et désignons pai ^ le coefficient angulaire de celte 
droite. 

Les Taleun de ft seront évidennient les racines de l'équation 
d^* -H 3rft* -f- 35^ + a s o. 

Posons 

et portons cette valmr dans l'équation précédenle; nous aurons, ré- 
ductions faites, 

('.(•tie équation, et par conséquent l'équation en a, adintltent flfs rn- 
citics réelles et ifiégales^ ou des racines l'une réelle et les deu^i autres 
imaginaires, ou des racines réelles dont deua: au moins stmt légales, 
suivant que la fonction 

est n^ative, ou positive, ou nulle. 

Or, si l'on développe la fonction H et si l'on effectue les réductions 
qui se présentent, ou trouve 

et oonune le fiictenr ^ est nécessairement positif et ne peut être nul, 

on voit que les deux fonctions H et 0 sont en même temps négatives, 
positives on nulles. 

Par conséquent : 

&i D < o, la courbe présente à l'infini trois points réels et distincts 
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itixqiiols correspondent trois brandies infinies byperibollques, et on a 
la Jnmille hyperbolique. 

Si L) > o, la courbe présente à rintiiu un seul point, réel et simple, 
correspondant k une branche hyperbolique. Les courbes de cette h- 
millp se composent généralement d'une branche infinie et d'une 
courbe fermée dont la forme rappelle celle de I'dlipse; de là la dé- 
noaiiiialion de famille clliptifjue. 

Si D = o, la courbe aura à l'inBni soit un point simple et un point 
double, soit un point triple. Au point multiple à l'infini con esputi- 
dront généralement des branches paraboliqoes; de là la dénomination 
de J'anùUa parabtMqM» 

11. Diamètres, — Si nous foruums l'équation do diamètre conju- 
gué de la direction dont le coefficient angulaire est m, en nous bor- 
nant aux termes du deusième.degré, nous trouverons 

(a 4- mft) or* -+• mc)xj- + (c 4- md)j* -i-...=o. 

La nature de la conique (ellipse, hyperbole ou parabole) représentée 
par cette équation dépend du signe ou de la nullité de la fonction 

{h + me)' — 4(a -I- m&)(c + mrf)» 

fonction que l'on peut écrire 

Les tSamkims paraboUque» oorresptModnDl aux valeors de m qui 
sont racines de l'équation 

{c* — bd) m" -h {bc — eul) m + b* — ac = o. 

. Or cette équation a des racines imaginaires, ou réelles et in^les, ou 
égales (parfois indéterminées), selon que la fonction 

D = 4 (^« - ot) (c' - W) 

est n^ative, on positive, ou nulle. 

Taa* VUl (a* «M»}. - Mu iSeS. ao 
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D'où il résulte que le. nombre des diamèlics paraboliriues esl nul 
dans la famille Jn perhoiiifue, égal h (h-nx dans la JàmiUe ellipt^ue, 

l'gftl h un ou indéterminé i\:\m Va jamillc parabolique. 

l'2. Coniifuc centrale. — Enfïn la division eu trois familles |>eut 
encore être justifiée par l.i considération de la courbe centrale, la- 
quelle e!>l une section conique. 

Si l'on forme l'équalion de ceUe ootirbe 

rf*» éy ~ \djtdr) ' 
en se bornant aux tenues du deuxième degré, on trouve 

9[(4ic — 6*)*' -h {ad — bc)x/ + (bd— c')jr] ss o, 

et l'on voit sans peine que la conique denirale est une eUipse dans la 

famille hy pcrboU^e, pour laquelle on a D<o; UM fypetitolc dans la 
Jantil/e elliptique, pour lacjuclle on a D > o; et une pateAole dans la 
Jamille parabolique, pour laquelle on a D = o. 

iô. Résumé. — Lc^ considérations qui précèdent peuvent se résu- 
mer daus le tableau suivant : 



»ÉtlOSAVI0S 


VUCOR 


wn»B 

«MpMMfcrWkU. 


MtMiiiii; 


tt nkl^M cnlnK 


Famillo tirporMltM. . ■ 
fcMilla panlMlIqa* 


I) <o 
D> o 

Dss o 


3 pointa tlia|ile«. 
1 icul point simple. 

t point aimplc 
rt 1 point double 
ou 1 point triple. 

1 


O 

• 

■ ou ItiiSti. 


Ellipse. 
Hipcrbola. 



14. Équation simplijiée de in Jamille h yperbolique. — Goubidérons 
une oourbe de la famille hyperbolique, et prenons pour axe des jr 
l'asymptote d'une branche infinie. Le diamètre de la direction de 
celte droite est une hyperbole conique qui admet pour asymptotes 
l'axe des jr et une autre droite que nous prendrons pour axe des x. 



» 
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Dtns CM conditiom, l'équation de ce diamètre, 

doit »■ réduire a la forme 

xjr sz const. 

Donc 

et 1 équation de la courbe se réduit a 

ax* 4- icxj* ex* -t- fix ky + i ^ o. 

La fonction D devient égale i 4<t^* et comme elle doit éti« néga- 
tive, on voit que a et c ne peuvent pas être nuls et que leurs signes 

Stillt différents. 

Par conséquent l'équation générale des courbes de la famille hyper* 
bolique peut être ramenée à la forme simplifiée 

(i) xjr* tjr — a.* X* + ^x' + yx -h 

15. Equation timpiifiée de In fomiile ettiptique. — Si nous consi- 
dérons maintenant la làmillc ellipliqu<\ nous |ioiirroiis encore prendre 
pour ;ixe des y l'asvniptotc de la hrattclie liy|)erbolique et détermi- 
ner Taxe des a par les mêmes considérations que ci-dessiis. Observant 
, en outre que la fonction D est nécessairement positive, nous arrive- 
rons k la forme simplifiée 

(a) xv' 4- £j' = — a'jc* + |5x* H- yx -H 

I(î. Etjucition iimplifii'e de la /amil/c paraholique. — Nous subdi- 
viserons les courbes de la iamdie parabolique en deux classes, suivant 
que le point multiple à l'infini est doiMe ou triple. 

I" Gmml — Cflurtm «yfmia à Viiijbtl m» peim et a» poiiU damkle. 

Au point umple à l'infini correspond une branche hyperbolique. 
Nous prendrons encore l'asjmptote de cette brandie pour aie des ^ 

ao.. 
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et nous déterroineroos l'axe des x comme précédemment. La fouc- 
tiOD D doit élre nulle; d'ailleurs c ne petit pas être égal à zéro, sans 
quoi le point l\ l'infini de l'axe des / serait un point triple de la 
courbe. I/équatîon se réduit donc à la forme 

(3) xy* -4- « j = J3«* + 7« d. 

U* Classe. — Courbet ayant un point t/ijtle à l'infini. 

Prenons pour axe des y une droite passant par le point 4 l'infini 

et pour axe des x une droite arbitraire. 

L'équation en ^ devant avoir, dans cette hypothèse, trois racines 
infinies, nous aurons 

& = « = «/ = o, 

et l'équation générale des courbes de cette classe prendra la torme 

ax» + tx* + a/âff -I- gj* -h hx-¥ ky-^ l — o. 

Le diamètre conjugué de la direction de l'axe des jf a pour équa- 
tion 

Il se réduit à une droite qui peut élre incliiiei; sur I axe «les y, uu pa- 
rallèle à l'axe des j, ou située tout entière à riutïiii. De la dois cas a 
examiner: 

/"* Cas. — Prenons pour axe des x la droite dont il vient d'être 
parlé ; nous aurons 

et l'équation générale de» courbe:» correspondantes prendra la forme 

(4) = OMP» H- jS*" -I- 7* -I- 1^. 

IP Cas. — Prenons pour axe des jc une droite quelconque, mais 
choisissons pour axe des la droite même qui représente le diamètre 
de la direction du point à Tinfini. Nous aurons pour équation gêné* 
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rale des courbes comprises dans le II* eas 

(5) arj = ax* -+- [■i x ' -+- /x ■+■ è. 

Ill' Ou. — Dans le III' cas, on a par hypothèse 

/=« = o, 

et réquation de la courbe se réduit à 

Clivant qo0 i eat difflSreiit de aéro on égal à aéro, on arrive à Tune 
ou k l'autre des deux formes 



(6) 
(7) 



f — ax* -h ^x* -I- -/.v -+- o\ 
o = ax* H- jSx* H- yx -h 



17. /MlonKnat/oitJ JieiVltMiïeiifiev. — Les équations simplifiées ^ij, 
(a),..., (6) auxquelles nous sommes arri\ùs par la considération de» 
diamètres, sont précisément celles qui ont été données par Newton 
dans son EmmenUio linearum tertii oniinisi il en ré^iulte que la 
dassificadoo qui vient d'être exposée peut s'exprimer au moyen des 
dénominations newtoniennes de la manière suivante : 

Paaille liTpeilioliipe. ByperbalMndoaduUes... (jg^-HhU'ssi^j^-|>^«*+ y«-H^). 
Famille dyptaqne. . . HyperbolM déféelivts {xf'+Êjrss—^ifi-t'Px^-hfX't-i). 

Hyperboles paraboliques. . {xy' -h ty = p.r' -)- -}- o). 
UypcrbolisiDcs de conique*. + t/ = -/x â ). 

Parabolet diTClfOIlBS jr*s: «uc* •4' )i j(* -t> yx j« 

Tndenti x/ — ^.r^ -h ^Je* -t-jx ^- 9. ' 

Paraboles cubiqiu'S jr ~ ax» -)- {) j-' + y i -u ^. 

Droites pjirjlléles o = ax^-i-p*- -|- yx -f- (î. 



Famille parabolique. 



Le trait placé sous un coefficient indi(|uc (]u'il ne peut pas être nul. 
De la discussiou des équatioos simplifiées résulte la subdivision des 
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genres on espèces, laquelle a été donnée par Newion et complétée par 

Stirling. Ce dernier a roinpl»' qiialrf-\ inof-tmc es|)» ( fs; Newton n'en 
avait fait connaître que soixatilf-seize, j)ar suite de 1 omission des 
sysfomes âc trois droites paraUéles que re|)résente Teqiintion (7J, 

I^4. 0/>n'tv(Uions relatives au-T e<fuations précédentes. — Pour ob- 
tenir les équations générales simplifiées des hyperboles redondaoïes, 
des byperboles défectives, des hyperboles paraboliques et des hyper- 
bolisines de coniques, nous avons complélement déterminé les axes 
des coordonnées. 

Mais pour obtenir les initiations générales des courbes de la il* classe 
de la famille parabolique, nous avons laissé une certaine indétermina- 
tion dans le choix des axes. 11 en résulte que ces dernières équations 
peuvent, sans rien perdre de lenrs généralités, recevoir des simplifica- 
tions nonvcUos : c'est ce qiu' nous allons di'vclopppr. 

Paraboles divergentes. — L'axe des jr n ayant t ié déterminé que de 
direction, nous pouvons transporter l'origine des coordonnées en un 
point de rencontre de l'axe dos jc et de la courbe. Rotis auroiu alqrs 
^ = Ot et réquation prendra la forme 

Tii(lrnL<!. — T 'axe dcs X étant resté arbitraire, nous pouvons dis- 
poser de sa position. 

1^ diamètre de la direction dont le coefficient angulaire est égal 
à 9|9 est une parabole représentée par réquation 

j — 3ax^ -t- y; 

l'axe des j rencontre ce diamètre au point dont rordonnéeest^ssy. 

Plaçons l'origine en ce point de rencontre et prenons pour axe des x 
la tangente à ia parabole, nous aurons nécessairement y = o, et l'équa- 
tion prendra la forme 

xj =s «X» H- /3a* 4- à. 

Parabole ctihique. — I^a direction de l'axe d«'s y a senle été déler> 
minée, cet axe étant, assujetti a passer par le point a 1 iiitîni. 
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f^e diamètre de la direction dont le coefficient angulaire est m a 
pour équation 

3ajc* ■+■ apar -ty — m = o; 

il se compose généralement de deux droites parallèles à l'axe des r et 
se réduit à une droite double pour la valeur particulière 

Prenons cette droite double pour axe des jr-f nous aurons 

j5 = o, 

et l'équatiou dft la courbe deviendra 

j = etx* + + 

Le nouvel axe des ^' cunpe la courbe au point dont l'ordonnée est 
jr^êi prenons ce point pour origine des coordonnées et dirigeons 
l'axe des .r sui^ ant la tangente 11 la coiiriM} l'équation se réduira à la 
forme très-simple 

Dm; tes parallèles. — Laissant l'axe des ,r ;irbiir.iire, on peut évi- 
demment disposer de la position de rn\e des } , dont l.i direction seide 
est déterminée, de uiauicrc à faire disparaître le terme en u '. On 
arrive ainsi k l'équation simplifiée 

G = «X* -f- j5.r (?. 

19. Nouvelle Jorinc de V équation générale des hyperbola dcjcctives. 
— La considération de lu conique centrale peut, comme celle des dia» 
mètres, conduire & des formes simplifiées pour les équations des 
courbes do troisième degré. Nous en donnerons un exemple pmir les 
courbes de la famille elliptique. 

Reprenons l'équation générale 

«je* Zbx*j -\- 3cjt;; * dy* -t- ex* -h a/r/ 
+ gy* + hx+ AjH- / = o. 
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On en déduit l'équation générale de la conique centrale * 

« 

-t- 3 [{ag — 9h/ -h ce) X + {bg — ^cf + <tfc) /] + — y » o. • 

I-oi-squ'il s'agit d'une hyperbole defective, la conique centrale est 
nne hyperbole. Si nous prenons pour axes des coordonnées les deux 
asymptotes de cette courbe, l'équation précédente devra se réduire & 
la forme 

«y » const., 

«t tioiis aurons 

iac — ft' = o, 
£«/ — c* s o, 
ag— aft^-l- ce= o, 
bg — aç/" -I- /fe = o. 

Une combinaison très-simple dt s deux premieres équations donne 

bljfc — ad) = o. 

Or {be — ad), coeflBdent de xjr dans l'équation de Thyperbole cen- 
trale, lie {un It pas être mil; donc ft s oet conséquemmcnt, d'après la 

seconde équation, c — o. 

Les deux dernières équations se réduisent alors a ag = o e\ de = o. 
D'autre part le discriminant D devient égal à a*d*\ donc nxani d ne 
peuvent être nuls, et par conséquent g = o, « s o. 

Le système des quatre équations ci-dessus posées équivaut donc au 
système 

ft = c = g = e = o, 

et I é(] nation générale des hyperboles détectives se présente tous la 

forme 

tfjt' -4- by* ^cxjr -^-dx-t- er -i- / = o, 
tres-analogue à la forme de l'équation générale des coniques. 
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SUR LA FOBBIE 
Pas m. J. UOUVILLE. 



1. La forme 

dont noi» vonlon» nous occuper ici, se rattache k la fonne 

que nous avons considérée dans le cahier d'avril. 

Pour tin entier donné quelconque n (ou a" 3^ m, NI impair premier 
à 3 ) nous avons trouvé le nombre 

des feprésenlatioDS de », par la forme H*^' z' -f- 3 i\ égal à 
^ désignant par la simple lettre 

1 

la somme 

ou, si l'on veut, 

2(1)"; 

relative aui diviseurs conjugués if, 4^ de rentier m = De plus, uous 

T9aMTIH(i«tM*).-lhiifl63. 91 
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avons disiiiigjié les représentations où 2* 3<' est un entier impair 
de celles où + 3<* est un entier pair, et en appelant 

M'(») 

le nombre lieâ premieres, nous avons ublenu 

N<(») = a«[3^*'-(-,r'(j)]2. 

Mais on peut aussi vouloir considérer séparément les représenta- 
tions de ;i où la valeur de t est impaire et celles où la valeur de < est 
paire. Soit donc 

No [n) 

le nombre de celles-ci, c*est4-dire soit N« (n) le nombre des solutions 
de l'équation 

n = jc' -j-j^ -H s" -i- 
pour lesquellea t est un entier pir. Il est dair que ce nombre 

sera précisément le nombre des solutions de Téquation 
» = «* -t-/* -I- «• -M a£', 

en j prenant pour x, 2, i des entiers <^uclconciucs. Ainsi ISo(/i) est 
le nombre des représentations de n par la forme 

dont nous allons parler aujourd'hui. Notre objet actuel est en eflfÏBtde 
donner des règles simples pour calculer 

8. La valeur de N» (n) est bien Gicile à trouver quand l'entier fi est 
divisible par 4; car on voit aisément que, pour « > 1, l'on a 



« 

I 
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Dans l'hypothèse de a > i , la valeur de 

cal donc • 

[3'*' - (.- <n' (i)] I' ■ + (- <r'*'^\ 2. 

Pour un entier impairement pair 

a. 3' m, 

il n'est pas difficile non plus d'arriver à l'équation 

N„ia.:i'/H)=|N'(a.3^m), 

Cl) sorte que 

No(a.y/«) = 3[3^^' + (-.r (9)] 2. 

Mais le cas d'un entier impair n (ott 3^ m) exige une élude plus dé- 
licate et l'introduction d'une fonction numérique nouvelle. 

3. Soit donc ii (ou 3 m) un entier impair. Posons de toutes les ma* 
nières possibles l'équation 

4» = /•-!. 3/». 

i et I dcsiguant des entiers impairs positif; puis formons U| somme 

relative h toiiirs \cti valeurs de j. Cette somme, que nous représente- 
rons par la simple lettre * 

constitue la lonclion numérique nouvelle dont uous avons à tenir 
compte. 

le trouve en efiet que l'on a, pour tout entier impair n, 
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J I- Il ai pas ketoin de rappeler qiw pour n^d^m^ la valeur de N (d) 
est 

[3^*'-(-i/(j)][^+(->r^]2. 

On leinajciufia (|ue (? n'est pas toiictioii de oi seuleiiieiil, mais de m 
et de p. Il est bon aussi de faire observer que la valeur de c est tautùt 
positive, tantôt native; fajottte que souvent on a o-sot et qu'en 
partit iilier cela arrive toujours quand m est s5 (mod 6), puisque 
l'équation 

n'est possible qii'aiifafit que li s facteurs premiers tjdi entrent dans la 
composition de m avec un exposant impair sont de la forme 6/ + i. 

i. Ajoutons quelques exemples; et d'abord soit n = 5, d'où c = o, 
puis 

2 = 4- 

La formule 

No(n) = ^ N (n) -»- 3c 

du n" 3 donnera 

et cela s'accorde avec l'équation 

5 = ( i: a)» ( i: i)» + o» -j- I a.*»» 

qui fournit viogt-quatre représentations en y permutant de toutes les 
manière» possibles les trois carrés 

(d=,)«, o«. 

Soit en second heu 

n=7. 

d'où 
et 

par conséquent 

a ss — a. 
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Comme d'un autre côté 

notre formule donnera 

N.(7) = o. 

et en effet Téquatiuii 

7 ss H- -H a* lat* . 

est impo«sible. 
Soit encore 

d'où 

4n=3«-|.3.3», 

et par conséquent 

<r = — 3. 

Comme d'ailleurs ou a ici m s i, et par suite 

2='. 

il viendra 

«„(y) = 3o. 

Or l'entier 9 a elTcctivement trente représentations^ qui sont fournies 
par les deux identités 

9 = 3' + o* + o' -4- la.o* 

et 

9 = + a' 1^ -H i i.o^ 

m 

eu y affectant du 4ouble signe le» racines des carrés qui ne sont pas 
nuls et en opérant les permutations convenables. 

Enfin soit 

it = i3, 

d'où 

4n=5'H-3,3* 

et 

partmt 
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On a cette fois 

2= '4 

et 

Iî«(i3) = 36. 

Or renter iS a effectWement trentMx représeotationsi feciles i dé- 
duire des deux identités 

l3= l*-J-0* + 0»"4- 

et 

i3 = 3*-(-a*+o*-i- la.o*. 

a. Prenons maintenant des entiers pairs, et par conséquent faisons 
usage des formules du n** 2. 
Pour n as la» c*est*à^ire pour 

n = a',3. 1 , 

onaas=:a»j3Bi,m=Bi, partant 

2=.. 

1>R furmiiie à employer est celle qui concerne les multiples de 4- On 

en conclut 

No(ia) =io; 
or cela s'accorde avec les deux équations 

la = a' -H a* 4- a* -4- la.o* • 

et 

I a = o' + •+■ o"' 4- I a. I ^ 

qui fournissent hkn dix représentations. 
Soit 4 présent n = lo s a.5. Il s'ensuivra a ss i, /9 = o, n» ss 5» et 

1 ^' 

La formule à employer est celle qui concerne les entiers impairemeiit 
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pairs. Elle donne 

N.(io) = a4. 

Qr on trouve eifecHvemcnt vingt-quatre repréaentattotis pour l'en- 
tier 10, au moyen de l'icientité 

10 = {±, 3)» -h (± 1)* o» la.o», 

en y permutant de toutes les manières possibles les trois carrés 

(±3)-, o». 

Considérons encore l'entier impairement pair ns r(t d'où 

«=2.7, 

et parlant 

P — Ot m = 7i 

puis 

!;=«• 

Il nous viendra 

et l'on vérifiera sans peine Texactitude de ce résultat au moyen des 
deux identités 

i4 = 3* + a' H- I ' -h I a.o' 

et 

i4 sss I* -I- 1 ' -f- o» H- I a. 1', 

qui founiisNt'iit |toiir routier i4 soixiiiilf-don/f rcpiésciilatlOnS. 
a. Rapprochous, eu terrauiant, la luncUoti numérique 

de quehjut's ionclions du niènse gctiie, qui oiit avec telle-la un lieu 
intime. On se rappelle que n désignant un entier itupair duuiié, nouh 
posons de toutes les manières possibles l'équation 

les euticrs i et y éianl impairs positifs, après ({tioi 
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Or on pent aussi considérer la somme 

f — 1 

et je trouve que l'on a 

quand /< = 4^ + > ) landi^ que 

qtiîiiid n — 4ô' -t- ^• 

Mainteiiaiit, a coté des décompositions <le ^n, prenons celles de // 
sons la forme -t- Zs^; et nous obtiendrons un autre résultat curieux. 

Soit (l'aborrl 

n s 4g 'I' I * ^ n = r' -t- 3 

rentier r étant impair positif, tandis que s est indiflfêremment positif, 
nui on négatif. Je trouve, pour ce cas, Téquation 

Soit, en second lieu, 

n = ,'ig -H pt « = r* 3j', 

rentier s étant cette lois inipau' et positif, tandis que I t-ntier r est m- 
différemment positif, nul ou n^tif. Je trouve, pour ce cas, l'équation 

On voit donc que d'autres lunctions numériques auraient pu rem» 
placer la fonction 9 dans nos formules. Peut-être trouvera-t-on qu'en 
employant n au lien de 4" les calculs seraient plus simples. J'ai préféré 
la fonction 7 afin de n'avoir qu'une seule formtile à écrire pour expri- 
mer (n) dans le ca» de n impair. 
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SUR LA FORME 

Pàm M. 4. UOUVILLE. 

fl. On demande le nombre 

+ 2jr* -4- a«* + lai*) 
des repréwnUtîoiis d^nn entier donné n, per la forne 

X* -»- ijr* -»- aa* + ia<". 

Or on pourra tout de suite répondre à cette question, si l'on s'en ré^ 
fère i l'article préo^nt où nous avons déterminé le nombre 

N.(») 

des représentations de n par la forme 

X* -^jf* -t- «• -I- lal*. 

Mous supposons donc connue la valeur de 

c'est-à>dire de 

N ( n = -H -f- -s* -H la f*); 

et de là nous passerons à celle de 

N (n = -I- ajr* ^- a»« + 

en considérant successivement quatre cas tréa-distincts. 
8. Soil d'abord n impair et de la forme 4^ -l- 1< Nous répondons 

ToM Tm («• Ékte). « Mai iMS. 
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alors à b qutfttion proposée en disant que 

N (4g -M SX* -f- a/* -I- a«" + la**) = 5 R« [4$ + 0- 

Aiiiiii, Myaiit trouvé daii^ l'ariicb précédent 

N,(9)»3o. 

nous pouvons aftirmer qu'il y a (i<x representations de l'enlier 9 par 
la forme 

«' -H a/* + a«" -h ia<* : 

ce sont celles que fournissent lc« deux identités 
9 = (dfc 3)' H- a.o' a.o* -t- «»jo' 

et 

9 = ( ± !)• a ( ± a)» + a.fl* + la.o», 

en y opérant les permuta lions convenables. 
De même, ayant vu que 

No(i3) = :i6, 

on est certain de trouver 

M (i3 -h a -H az' -t- 13/*) = 12; 
or c'est li en effet ce qui résulte des équations 

i3 = (:t i)* + a.o»4-a.o*-i- ia.(±i)' 

et 

i3 = (i: 3)» -H a.C± i)» -4- a.(:fc i)« la.o»* 

dont la première fournit ponr Tentier i3 quatre repréaenlaiionst tan- 
dis que la seconde en fournit huit. 

3. Maintenant, soit 

Je dis que nous aurons, dans ce cas, 

N(a= X* -t- aj* + a»» + iai*)= M,(n}. 
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Ainsi, par cela seul qu'on a trouvé plus haut 

K.(7)«o, 

nous avons aussi 

K (7 =s «• •+• 2/" -h 2** 4- 1 a**) = o. 

l)e uièuie ou a 

N (3 = a:» -H aj» -h a*» -h la <») = N.(3), 

la valeur corn uiuue lie^ deux luemUra» étant alors 8, aiusi qu'il est 
aisé de le vérifier. 

On ajuuiera, si on le désire, d'autres exemples. Je passe aux nom* 
bres impaireuient pairs. 

4. Soit n un nombre impairemeot pair, de façon que 

n = u[ag + 1). 

formule pour ce cas est 

N (n = a» + 2/' -H aa* -H I a/") = î N, {n). 
Ayant donc trouvé 

nous sommes autorisés à affirmer que 

N (10 = jc» ^ a^ a«» ia<») =-8; . 
or c'est ce qui résulte des deux équations 

10 = a (±2)' 4- 2 (i: 1)' -h la.o' 

et 

10 s o* + a(:t 1)* 4- A (± a)* 4- la.o'. 

Sennblableaient, de 

22.. 
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noiis devons oonclnre 

N (14 = X* -h a^* 4- a** ia<*) = i4i 

ce qui résulte efTeetivement des denx identités 

14 = o* H- a.i* -ha.o*4« 12. 1* 

• et 

i4 = a' + a.i*-i-^.a"-h la.o", 

en y donnant le double signe ±: aux racines des carrés qui ne sont 
pas nuls et en effectuant les permutations convenables. 

5. Je termine par le cas le plus simple, celui de n multiple de 4- 
On a alors 

N(« =s 4P* -h aj« H- a«* -»- ia«») a= 

ce r|ni est en quelque sorte évident. Je me bornerai donc à l'exemple 
de /i = 1 3 } et de 

N.(ia) = io, 

je oondnrai 

H (la = «• -4- aj* -i-.a«' + lal*) » loj 

or on a, en effet, dix représentations du nombre 1 2, par la forme 

jc* •+■ ajr* aa' -»- ia<% 

au moyen des identités 

13 = o* -f- 2.0' a.o* ■+■ 12 i ±. i)% 

12 = ( :t a)* 2 {± 2)' -H a-o^" 4- 12.0% 

12 = (=h a)* -h 2.0' -I- a (:±: a)* •+• 12.0'. 

Je ne pense pas qn'il soit utile de poosser plus loin ces vérifications 
numériques. 
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sua LA FORME 

x'-h -f 4 2' -4 12/'; 
Pas m. J. L10I]V1LL£. 



1 . La détermination du nombi-e 

TS {nss X* +jr* + -i- I2t*) 
d«* représentations de n, par la forme 

peut aussi être ramende fadlemenl k celle du nombre 

N.(n) 

des repréientslions de Ji par la forme 
La valeur de 

N.(«) 

ayant donc été donnée plus haut pour les divers cas qui peuvent se 
présenteri nous la supposerons connue dans tout ce qui ts suivre, et 
nous y rattachermis la valeur demandée de 

N (n = jc» +y H- 4a» + lit'}. 

8. Qu'il s*agisse d'abord d'un entier n impair. Il pourra èire de la 
forme 

ou de la forme 
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Or on a 

I/exaciiiti(U> flo 1 1 sPcon(!e de ces formules est évideote, et 1« premièn» 
formule est facile à établir 

Prenons, ronune premier exemple, n = 9 On a 

Donc 

N (9 = jr' -i-j " -4- 42= la/») = ao, 
et cela est con6raaé par les équations 

9 = ( i: 3)» -I- o» -I- /| .0' -t- I . o% 

9 — rr (=z 3)' 4.0^ -H 12.0'. 

9 = ( I )'- H- ( ±: a]* -f- 4 ( =h 1 -4- 1 i.o*, 

9 = (:ta)'H-(:î: i)* -»-4(^ 1)' -H la.o», 

qui donnent pour l'entier 9 vingt i c pi' wo n t ations. 
Soit ensuite 

Ilkcl3. 

Comme on a trouvé 

N.(i3)a=36, 

il s'easuivra 

N(i3 s= «» -hy* -h 4i* + st 34. 
Or, des identités 

1 3 B 3* + a* + 4.0» + i a .0», 
i3 = 3*-Ko»-l-4.i»+ia.o', 
i3= i*-ho'^4-o*'h la.i", 

un lire pour l'eiilier i3 vingt-quatre représentations eu atfeclaiil du 



Digitized by Google 



PURES ET APPLIQUÉES. 17$ 

flouble signe ±. les radnes d«g carrés q«i ne sont pas nuls et en opé- 
rant les permutations convenables. 

3. Soit k présent n inipairemeni impair, 

nas3(ag-i-i). 

Je trouve que dans ce cas 

N (» œ *»-»-^»-*- 4 !■+ I a <») = 5 (n). 
Ayant donc «rfiteoii 

IÎ,{io) = a4, 

nous somme» autorisés à affirmer que 

N(io = jc» + 4a» -H ia£») = 8, 

* 

et cela s'accorde avec les é4|«iations 

10 = (±1 1)' f =t i)- H- 4.0- ■+- fi.o\ 

io = (±3/ i)*-i-4.o"-t- i-i.o% 

qui fournissent, pour l'entier to, huit réprésentatiaiis. 
Semblablement, de 

No(i4) = 72. 

nous tirons 

N (14 = -t-^ 4«* + 1 = «4; 

or c'est bien là ce qui résulte des trois identités que voici : 
M = ( A I )» + (± 3)« + 4 (* I )• «a o*. 

puis 

i4 = (i:.V-l-t:t i/+4(± i)»-»- ia.o% 

enfin 

14 = )'-!-( il !)■ + 4.0» + ia(± 

4. £utiu soit n multiple de 4> c'est-à-dire soit 

Its «"(ag -I- 1)» 
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avec a > I. On voit immédialement que Too a aJon 

N(#i s= jp^H-/*-*- 4»*-l- = Noi«j- 

Soit par exemple 

n = la. 

On a 

»,(ia)=io; 

on aura donc aussi 

N (la = X* -h^* ■+■ 4-' i3t^] = 10. 
Or on constate qu'il existe en effet dix représentations de l'entier 

12 

par la form« 

au moyen des identités 

la ss o* + o* -t- + ia(i: i)* 

et 

1 2 = ( i a )» ( + a)* -h 4 ( dt I )» -h I a .0», 

dont la première fournit deux représentations, tandis que la seconde 

en fournit huir. 

Je ne crois pa& utile d'ajouter d'autiies exemples; mais quels que 
soient ceux qu'on veuille choisiff on ne pourra que lonfirmer lexac* 
tilude de nos formules. 
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SUR LA FORME 
^* kj^ -+- 4** ' a î 
Pak h. J. UOUVILLB. 



1. La détermination du nombre 

N (« = X» 4/' -»- •+- 
des repréMOtations d'an entier donné n, par la fbme 

ne peut ofTrir aucune difficulté à ceux qui fe souviennent de ce que 
nous avons dit conceniant les deux formes 

et 

** H-/* -t- s* H- ia«*. 
On sait que, pour abréger, nous écrivoii» simplement 

au iteu de 
et 

au lieu de 

N(/i = -^j- -j- s* •+■ 12/'}. 

Indjqwms mainlenant comment les valeurs de N (n) et de étant 
coonuea pour tout entier n, on en conclut 

N (n = Jt« -h 4/* + 4»» + «»«')• 

TiMW Vni (9* •Ifl*). - Um iMS. a3 
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S. MeltODS d'alxwd de côté le cm de n im|Mir 4 ^ -l- 3, et celui de 
n impairement pair, pour lesqiieb on a évidemment 

M (« = or» -1- 4 j« ^- 4«« -l- 1 »<») = o. 

Re))k-iit les deux cas de H impair ^g-t-tf^iden multiple de 4» c'est* 
à-dirc de ii = 4g- 
Or on prouve ftcilement que 

N (4« H- • = + 47* -H 4*" + = 5 No (4« + ') 

et que 

N (4g = X» 4- 4^-^ 4- 4z' 4- I 2<') = N (g). 

Ainsi, par exemple, ayant trouvé 

on est autorisé k affirmer que 

»(i3 = x«-4-47»4.4»*-f-i2«*) =iaî 

et celte valeur s'accorJe effectivement avec les identités 

i3 = {:t i)'-l-4(±i)»-l-4.o»-i- la.oS 
i3=s(±3)»-i-4.o« + 4(± la.oS 
i3 = (± I )" -f- 4.0* -h 4-0» H- ia(d£ I )«. 

qui fournissent douxe représentations de l'entier i3 par la forme 

X* -h 4/' + 4*' ' 
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SUR LA FORME 

3x*-t- 4j'-i- 4:*-)- 

PAm M. J. UOUVILLE. 

1. La déiennination du nombre 

N (« = ijc' -h 4/» -è- 4»' + 4/*) 
des représentAtioDi d'un entier donné n, par la forme 

3x'-»- 4/» -f-4z» + 4<% 

M rattache aiism aux fonctions numériques 

N(«), N„(/i) 

que nous avons employées dans rartiele précédent. Mais d'abord il 
font observer que Ton a évidemment 

» (n= 3*» 4 r* + 4»» -I- 4**) = » 

quand n est un entu:r impair 4£^ + <r et quand /i est impairenicnl pair, 
c'est-à-dire quand 

« = a ( -H i). 

Il n'y a donc véritahlf me nt que deux cas à traiter, celui de n impair 

4g-(- 3 et celui (le n multiple de 4> 

2. Soit d'abord n multiple de 4* Posons alors 

n = 4-a*3'«, 

m étant un entier impair non divisible par 3» et les exposants a, p pou- 

a3.. 
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viwt se réduire à Uro. L'équation 

exige que x foit peir. le ùm donc x = aie, et en divisant par 4f j'ob- 
tiens 

2*y^m —X* + »' 

ce qui nous ramkie à la forme -hjr* + s* + 3(* dont nous nous 
sommes occupés dans le cabier d*avrtl : nous avons donné dans ce 
cahier la valeur du nombre 

des représentatioDs de l'entier 

par cette lorme. Or il suit de ce qui précède que 

N U.o'î'i» =: 3*» -h 47" 4»' + 4<*) = N («■S'm). 
La vakur demandée de 

N (n = 3x* + 4^^* + 4»' + 4<*) 

sera donc maintenant iacile à calculer pour tout entier ti multiple 
de 4< 

3. Soit enfin n impair 4£f + 3. On verra dans oe ca» Irés-facile» 
ment que 

N (4« -h 3 = 3«« + 4j' -H 4*' + 4<* ) = N (4g 3) - N. (4y -h 3). 
La fendion 

Np(4g + 3), 

qui exprime le nombre des solutions de l'équation 
4j + 3 » -h + »» -m<», 
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a été iotroduite dans le cahier de mai* et nous savons que 

$ 

9 désignant la somme 



qui se rapporte aux valeurs que y peut prendre dans l'équation 

oà i et / sont des entiers impairs positifs. On [)eiit donc encore écrire 

N (4g -t- 3 = 3*» 47* + 4»' 4<*) = ; N (4« -H 3) - 3<r. 

Qu'il s'agisse, par exemple, de l'entier 3. On a N(3) = lo, et l'é- 
quation 

12 = 3» -I- 3.1' 

donne ? == i . Donc 

4 

N (3-3x»-l- 4j'' -H 4»* H- 4<') = î • lo - 3 =. a, 

ce qui est euct. 
Pour l'entier 7, on a N (7) = la, et les équations 

4.7 = i«-i-3.3», 4.7 «5* -h 3.1» 

donnent !7 = — i-t-i — — a. Donc 

N(7 = 3j;» -t- -h 4»' 4«') = la ■+ 6 == 1 2; 
or, en effet, Téquation 

7=3x»-(-4 r* + 4'* 

a douze solutions qui résultent de l'identité 

7 = 3(* i)« + 4(:t 1)" -h 4.0» 4.U» 
en y permutant les trois derniers carrés. 
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SUR LA FORME 
PâB M. J. UOUVILLE. 

1 . On deauuide une expression simple du nombre 

des représentations d'un entier donné n, par la forme 

c'est-à-dire une expression simple du nombrà des solutions de l'é- 
quation 

OÙ X, j", s, t sont des entiers quelconques positifr, nuls ou nëgatifii. 
Comme cette équation peut s'écrire 

on comprend qu'elle se rattache à l'équation 

n = X* + Tf« -I- 3T«, 

pour laquelle le nombre 

des solutions a été donné dans le cahier d'avril. Mais, ici, nous n'ad- 
mettons plus pour Z que des valeurs paires; et cela change beaucoup 
l'état de ia question. 

2. Soit d'abord n impair, et posons de toutes les manières poMibles 
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l'équation 

4n = i' + 3/S 

en y pfenant pour i et / des entiers imptin poiîtib. La tomme 

relative aux divenea vaieun de i, et que nous désigneron» par ia 
simple lettre 

jouera ici un rôle utile. Nous la préférons cette fois à la fonclion c, 

relative à /, pour n'avoir pas à distinguer les deux cas de /a : i et 

de i« = 3 (mod. 4). Je trouve en effet que, dans le caa de n impair 
quelconque, 

W (n = *« -i-f* 3«« -I- 4<*) = ^ N(«) -I- t. 

Si donc on fait, comme dans le cnhier il'.ivril, n — V' m, ni impair 
premier à 3, on aura, suivant les notations employées dans ce cahier, 
pour le nombre demandé 

N (« = a» -h jr» + Sa» 4 <»). 

l'expression explicite 

1 [3^** - 1- .y (î)] [a ^ (- «r^J 2 t. 

3. Qu'il s'agisse maintenant d'un entier impairemeiit pair 

Je trouve qu'alors il y a égalité entre 

N (a.ywss X» + j» + 3»« + 4,») 

et 
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Ell vertu d'une finmiule donnée aussi dans le cohior d'avril, oo • 
donc 

N (a.a^fli = -H.r» -I- 3a«--». a [3^-^' + (- '^(?)] 2- 

Pour un entier pairement pair, 

il faut encore recourir au cabier d'avril, car on trouve que, dans ce 
cas, 

N (»'ym = *» -hj* -h 3*» H- 4<») ^jNta—^a-^m) -i-|N(a«yfli). 
Dans le cas de 

«>l, 

la valeur explidle de 

N (a" 3' OT = X' -H H- 3 z» + 4 ) 



est donc 



[3»*- _ ^- ,r> (^)] [3..— + (- '■^'^j 2. 
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SUR LA FORME 
Pém h. ë. UOUHLLE. 

1 . La détermination du nombre 

des reprétentatiom d'un entier donné ir, par la forme 
est très-simple quand on fait usage des fonctions 

fii'(it) 

introduites dans le cahier d'avril à l'occasion de la iuriiie 
el de la fonction 

N«{«} 

dont on a dcHuné la valeur dans le cahier de mai en s'occupant de la 

forme 

2. Considérant d'abord un entier impair 4ff + it on prouve sans 
peine que 

N {4g -«- 1 = «* + + 4»* + 4<') = î No 1 4s -H I). 
Ainsi, ayant recoonu que 

N,t9) = 3o, . 

loin* VIII (a* térie). — Jna 1863. " ^4 
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on es4 eii droii d'afBrmer que 

I 

» (9 = x« + 3 j« ^. 4*« + 4i»j « lo, 

et cela est confirmé par les équations 

9 = (i 3)* + 3.0* +4.0* + 4.0*, 
9=(± r)«-H3.o» + 4(± i)» + 4(± •)'» 

(loot U prcMiiiére fournil deux représentatious et la seconde huit re- 
présenlatioiM de rentier 9 sous la forme inonlne. 
De même, ayant trouvé 

]S,(i3)= 36, 

on en conduni 

N (i3 =s x« + 3j« 4s" -h 4<») = la ; 
ce qui s'aceordé avec les &{iiations 

1*3= ( I I' -4- 3; =t a)' 4- /j.o" ■+■ 4.0'. 

j 3 = ^ ± 3/ 1- 3.0» -h 4.0' H- 4( * • )S 

dont chacune fournit quatre représentalioas. 
5. Pour un entier impair 4g 3, on établit aisément l'équation 

N{4g-+- 3 = + 3/' -h 4 4<'} = N ',4f 4- 3j - N, (4<f H- 3). 
Ainsi* ayant 

N(3)=io 
N.(3)-8, 

on devra avoir 

M (3 = jc» -j- H- 4** + = ». 

C'est l'énualion 

3 = o» ^- 3( * i)« -H 4.0» -I- 4.0» 

qui fournit ici les deux représentations annoncées. 
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De même, pniiqiie Ton a 

N(7) = ia, 

et 

N.(7) = o. 

on en conclura 

N(7 = x»+3j» -»-4s' + 4^*J =1»; 
ce qui s^acoorde avec les équaiioni 

7 = ; ± 2 1' -I- 3 ; ± I -h 4 .o' 4.0', 
7 = o* ■+- 3 ( ±: 1 1' -f- 4 1 ^ • ' 4•o^ 
7 = o'-+-3(+i;'-t.4.o^-H4,ii;% 

qui donnent pour l'entier 7 douze représentations. 

i. Passons aux eiitier)> pairs; et il aliurd ob!>ervuii>> «|iic 1 équation 
3 (*J + 1) = or* -h 3 j * 4x* 4- I' 
étant évidemment iinpoisible» on a 

K [a(a^ -»- i) = a' -t- 3^^ -t- 4z'4- 4/'j = o. 

Noos n'avons donc k nous occuper que des multiples de 4* t — ig- 
Or, pour eux, on jMrouve facilement que 

Si doue on pose 

m étant un entier impair, non divisible par 3, et l'expMant « pouvant 

se réduire à 7.éro, on tirera des formules du cahier d'avril cette con- 
clusion explicite que la valeur de 

N (4.a*3'oi « X» + 37» + 45» + 4/«) 
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est égale i 

où 

2 

désigne, on s'en souvient, la somme 

relative aux groupes de diviseurs conjugués â de l'entier m = dè. 
Par exemple, on a 

N (4 = X* -I- î^-* -h 4 *^ 4- ) = loî 
et, en effet, les équations 

4 = i ±: I + 3 1^ rt I H- 4.0» -1- 4.0*, 

. 4 = (1:2)» -H 3.0» + 4.0* -h 4 o% * 

4 = o» 4- 3.0* H- 4.0» H- 4 ( A I )» 

rournisseiit pour l'eaticr 4 dix représentatîoiis sous Ja forme voulue. 
On trouve aussi 

» (12 = X* + + 4«* H- 4'*) = 3o, 

résultat aisé à vén6er. Mais je ne veux pan pousser plus loin ces cal- 
culs. 
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SUR LA FORML 
a«"-i- a^» -4-3*' -H 4/*; 
Pim M. J. UOCVHiLE. 



1 . On demande le nombre 

N(« = a«« -I- a r* + 3«* -f- 4'*) 

des représentations de n par ia forme 

ajc" + a/* -H 3^ + 4'*» 

c'est-à-dire le nombre des solutions de l'équaliori 

a — a.x* 4- 2jr^ ■+■ 'iz* -h 4<% 

nn .> , > , / sont des entiers indifféremment positifs, nuls on m'-gatifs. 

Cette question ne peut nous offrir aucune difficulté quand il s'agit 
(l un entier pair n = 2^. En effet l'équation 

ag = ax» -t- 9jr' -I- 3»' -1- 4 1* 

exige que s soit pair. Soit donc as as,, d'où 

2g — 2X' ■+■ -k- laaj 4- 4'*t 

en divisant par jl et changeant l'ordre des deux derniers termes* notre 
équation reviendra à celle-ci 

g = «• -t- j» -¥ it* -t- 6s«. 

Or cette deroicre équation a été discutée dans le cahier d'avril (p. ia4)* 

2. Désormais donc nous sapposerons Tenlier n impair, et en etn- 
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ployant, comme dans Tarticle précédent, les expressions 

N(«) 

et 

N.(n) 

introduites dans les cabicrs d'avril «t dé mai pour rqtrésenter les 

valeurs respectives de 

5 (il =s X* -t-jr* + s* + 3/») 

et de 

N (« =» **-*-/*-)- s* -♦- 1 a*'), 

nous obtiendrons tacitement la eolation de notre problème. 
Soit d*abord 

On démontrera aisément que 

N (4g -H I = ax» -h a j«+ 3«» + 4<'J = g [N (4fir + - N,(4g + i)]. 
Ainsi, par exemple, ayant 

H(S)s48 

et 

5.(5) = a$. 

on en conclura que 

N (5 = 2Jt« H- aj^ 3»* -I- 4«*) = 8, 
ce qui s'accorde avec les équations 

5aBa(± i)"-|-a.o«-h3(d; i)«-t-4.o* . 

et 

5 = a.o» -H 2 ( S: i )* -h 3 ( 1 )» + 4.0», 

qui fournissent pour l*entier 5 huit représentations sotu la forme 
voulue. 
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De même ayant 

et 

N.(9) = 3o, 

on est aamiré que 

N{9=ax«-i-aj'« + 3»« + /|/') =16; 

et c'est ce que eonfirmenl les identilée 

9Œa(di I )* a.o* -I- 3 ( ± I )' i)% 
9=a.o*H-a(± i)'-+-3(l:i)»+4(:£: 1)», 

qui fournissent pour l'entier 9 seise représentations. < 
3. Soit à présent 

n SB 4^ + 3. 

On prouvera sans peine que 

W (/Ig -f- 3 = ax« + a + 3^+ 4<') - N(4ff -h 3) - N, (4# 4- 3). 

I>a question proposée sera ainsi complétemeut résolue. 
Par exemple, ayant 

19 (3) = 10 

et 

00 en couclura que 

N(3 = ax* + aj* + 3»* + 41») s 2, 
ce qui est vérifié par l'équation 

3 = s.o* a.o« + 3 ( i: 1/ -h 4.0». 
De même, comme on a 

N(7) = .a 
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el 

N.(7) = o, 

on peut être assuré que 

N(7 = a«*-l-a7' -+- 32* +4l*) = i2j 

les identitAt 
et 

7 = a.o» -H a.o* -H 3(± I )• + 4(d: !)• 

couliriaeiit cc iail. 
Ayant 

N(ii) = 48 

et 

on en conclura semblablemeot 

N (1 1 = a*« + aj* + 3»« -t- 4«*) SB a4, 

résultat facile a véntier. Mais en voilà assez sur ce sujet. 

Il n'est pas itéceseaira d'ajouter que l'on n'aura qu*à remplacer nos 
fonctions auxiliaires par leurs valeurs connues pour arriver dans 
chaque cas à une formule expKcile donnant directement la valeur de- 
mandée de 
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REMARQUES NOUVEIXES SUR LA FORME 
Pab m. IJOL'VILLE. 



i. Dans le cahier d'avril, oà nous nous sommes d'abord occupés 
de Ja forme 

et de quelques formes qui se rattachent a celle4à, nous avons déter* ' 
miné non^ulement le nombre complet 

des solutions de l'équation 

A ss or* -i-j^* + z* -h'ii* 

où n est an entier donné et z, I des entiers quelconques posi> 
lift, nuls ou négatifs, mais séparément aussi le nombre 

N'(«) 

des solutions de cette équation pouT lesquelles a* + est un entier 
impair, et le nombre 

iN' I /i; = N {fi) — K' [n) 

de celles pour lesquelles z'-h3£' est uu entier pair. En posant 
It s= 3*3^1» (m impair, premier à 3), on a 

N («) = [ ^-'^ ' - (- 1)-*^ (9)] [a-* ' + (- O"*''"'^] 2 

et 

TMie vm (s* téita). — Jm it«S. aS 
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en désignanti pour abréger, par la simple lettre 

la somme 

2(-')^'(5)''- 

ou, si l'on veut, 

■ 2(1)* 

reletive aux groupes de diviseurs conjugués i de Tentier m s dè, 

» 

2. Nous plaçant ensuite à un iulre point de vue, nous vtWM 
cherché, dans le cahier de mai» le nombre , 

des solutions de Téquation 

Il = j:* -h ^* -h z- 4- 

pour lesquelles t est pair, ce qui revient à chercher nombre totil 
des solutions de l'équation 

■ 

Il SB a?» 4- j» -♦- SI* -H I a 

où jL y j\ Zy t sont (les enlien» queicouques. 

Si l'on demandait au contraire le nombre des solutions de l'équa- 
tion 

iiss jt» -I- j» -h a» 4- 3<» 

pour lesquelles ( est impair, nous répondrions naturellement que ce 
nombre 

N,(«) 

est égal à 

N(n)-N.(n). 

Kn continuant k poser n a 3*3^ m, nous avons trouvé que pour 

a > 1 l'oo a * 
N.(a«3^in) = NU— '3^m). 
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Le CM de St ss I est rétolu par la formule 

N«(a.3'«) = ^N'(a.yiii), 

Enfin le cas de a = o, on de n impair = 3'' m, \v seul <|iii offrit des 
difBcuhés, a exigé l'iutroductioD d'une fonction numérique nouvelle 

que noua avons repréaentée par la ample lettre 

et (|iu se rapporte aux ealiets y\ impairs et positifs, qui peuvent figurer 
dans 1 equation 

où l'entier / est aussi impair et positif. On a, en effet, dans l'hypo* 
thèse de n nnpair : 

N«(«) = ÎN(n)H-3(7. 

3. Les fonctions numériques 

V{n), Nn«). N.C/ij, 

dont les trois premières déterminent les deux autres, sont trés-impoi^ 
tantes, et nous ont été, comme on l'a vu, de la plus grande utilité pour 
l'étude de plusieurs formes nouvelle!». Trois fonctions numériques 
d'un haut intérêt rameuées à des expressions simples, trois questions 
essentielles (tout à lait distinctes) complètement résolues et donnant 
lieu sans beaucoup de prine à de nombreux corollaires et à des dé- 
veloppements curieux, voilà ce que contiennent ;iii fond h-s quatre 
feuilles du caliier d'avril, les deux dernières feuilU-s du calaer de mai 
et les deux feuilles qui précédent celle-ci. Mais il sera bon d'ajouter 
encore quelques remarques et de pénétrer ainsi plus proftmdément 
dans le cœur du sujet. 

a5.. 
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Monlrons d'abord conment on. pent diviser co quatre daaaes les 
solutions de réqualion 

« = jr* -I- s' -I- 3/*, 

que nous n'avions jusqu'ici divisées qu'en deux classes, sous un double 
aspect, il est vrai; ce qui conduit naturellement à la division en quatre 
classes. 

En effet, rentier ( peut être pair ou impair, et la somme s* + 3<* 

peut aussi être paire ou impaire. La distinction des deux cas relatifs 
à f a été faite an moyen d'un indice o ou i appliqué à la lettre N, et 
celle des deux cas relatifs à + 3^' au moyen d'un accent double ou 
simple. Employons 4 la fois ces deux notations, et nous aurons ob* 
tenu la division en quatre classes, 
le désigne donc par 

n;(«) 

le nombre des solutions de l'équation 

n = jc* -H -H «• + 3<* 

pour lesquelles < et a* + 3<* sont à la fois des entiers pairs, c*est<4- 
dire pour lesquelles f et s sont pairs. 
11 est clair que 

Ki") 

est précisément le nombre complet des solutions de Inéquation 

où les entiers j:, z, / seraient quelconques. Or ce nombre, nous 
l'avons donné k la fin du cahier de mai. La valeur de 

«ne») 

est donc connue. 

Pour n impair 4^ -t- 3, on a 

h;(»)=o, 
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tandis que pour r s 4; -H 1» Too trouve 

on, ce qui ravietit au même, 
Pour II impaireiflent pair, n s 3 (ag -4- i), la formule est 

N;i«);=5K.i"). 

ou, si l'ou veut, 
Enfin, pour n pairement pair, la formule est 

ou bien, en faimnt r s 4 g, 

N;(4g) = N(g). 

4. Le nombre 

Kin) 

des solutions de I équation 

pour lesquelles t est pair et s impair (d'oà ^ -1- 3<' entier impair) est 
maintenant ftcile à caleukr; car on a évidemment 

d'où 

îr.(ii)=ir.{n)-R;(«). 

De là résulte, pour n multiple de 4, R = 4g> l'équation 

N'o(4tf) = o, 
ce qu'on voit & priori devoir être. 
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Pour ft impairement pair, n sa « (ag -l- i)« la lormute cat . 

N'.(«) = 3N'(«). 
Pour n impair 4f + 3, on a 

No(«) = N.(ii), 

ou, si J'on ▼dit, 

£nfin, pour n s= 4^ 4- 1 , 
c'est-i-dire 

5. Pour trouver le nombre 

des solutions de Téquation 

n = jr* T'* -+- 8* H- 3i 



pour lesqucIN s / et z- -i- 3/' à la fois ont une valeur impaire, c'est-à- 
dire pour lesquelles t est impair et z pair, on observera que 

ce qui donne la formule 

K,(«) = N'(../;-N'Jll). 

où le second înembre t-st actuellement connu. 
De même, le nombre 

K («) 

relatif au cas de t impair et de s' -f- 3l* entier pair, c'est-à-dire de t 
et z impairs à la fois, s'exprimera par 
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ou bieo encore par 
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lies quatre nombres partiels 

Ki^h «'.(«)» N'.(«J. 

dont le total fiiit 

sont donc connus séparément; et cela doii servir à l'é^uiidre plus d un 
problème digne d'intérêt. On peut en effet Tarier de bien des tna- 
nières les questions relativM & la représentation des nombre^i par une 
forme donnt'c, fti imposant aux itxlctpriiiinéf^ de la forme des condi- 
tions particidiftes, au lieu d'admettre indiniTemment tous les nombres 
entiers. Or, quand ces conditions portant sur une ou plusieurs des 
indétermlnéès x, s, #, ne seront rdatives qu'au module a, c'est-à- 
dire quand il ne s'agira que de distinctions relatives à des entiers pairs 
ou impairs dans le calcul du nombre de solutions de l'équation 

« = «» + ^-4-»* + 3<S 
ce calcul sera facile au moyen des fonctions 

i!I',(«>, h'(i.). 

6. Pour le montrer de la m;iniérp \a plus simple, parcourons toutes 
les hypothèses que l'on peut taire sur les valeurs de je, jy z, t 
(mod. a) en les supposant fixées d*avanoe. 

Oo peut prendre l'entier I pair et % impairs. Mais l'équation 

It » «» + -M' -»- 3l* 

n*a alors de solutions que si n—^g-^Z\ et quand on a effective- 
ment 

«s. 4^ + 3, 
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on Tott tout de cuite que le oombre de* «olutions est- 

OU bien encore 
car alors 

»'•(«) = N.{«). 

Le nombre des solutions de l'équation 

« = x* -4- + »» + 

quând on exige que t soit pair et dr, j', s impairs, est donc égal à 
ITo (n), ott à airo, suivant que n est ou n*est pas de la foAne 49 -4-3. 

On peut prendre l'entier < pair, aimi qu*un des entiers jc,jr, z, les 
deux autres étant impairs. Prenons, par exemple, t et z pairs, -r et^* 
impairs. Alors l'équation 

ne sera possible que si n ='49 ^ dans oe cas le nombre des so- 
lutions sera 

On peut exiger qu'un seul des entiers x, a soit impair et que les 

deux autres soient pairs aussi bien que t. l'.xiirpmis, par exetnpie, que 
z soit impair et que x, j^, t soient pairs. Dans ce cas, l'équation 

ne sera possible que st n est de la forme 4^ H- 1 ; et pour n s 4^ 1 > 
le nombre des solutions sera 

N'.(«). 

Le cas où l'on prendrait x, z, t pairs à la fois est en quelque 
sorte insignifiant. L*équation 

n ï= jc* -1-7* + + 
n'est possible alors que pour n multiple de 4« £t quand n = 49* on 
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n'a qu'à iâire x = ax,, jr ~s 9 r<« asn t s at,f pour ramener 
réqiMiton proposée k celled 

= -^? ; + ^^î; 

le nombre des solulioiis est donc N (g). 

Prenons à présent t impair, et x, z pairs. L'équation 

n = .t' + r* + 3/* 

ne !iera alors jjossilile que si n = 4^ + 3; el dans le cas de 

le nombre des solutions dont elle jouit est évidemment 

ou si l'on veut 
car on a ici 

Maintenant, que I étant impair* un des entiers J*» x soit impair, 
les deux autres pairs. Que par exemple, avec t impair, on ait z impair, 
X et / pairs. Dans ces conditions, l'éqnation 

n s= «• + 7 • -»- a* -I- 3 

ne sera possible que si n = "^^^^ dans le cas de n = le nombre 
des solutions sera 

N-, («). 

Prenons toujours t impair, et que de plus deux des entiers ;r, v, z 
soient impairs, le troisième pair. Que, par exemple, avec t impair, ou 
veuille avoir x etjr impairs, z pair. L'équation 

M sa x' + f ' + »* + 3l* 

ne sera possible alors que si n s 4^ > > nuii* dan* l« vas de 

Tmm vin (a* iMa}. - Jmi itSS. a6 
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/I ss 4g + I, le nombre des solutions sera 

N'.(/.). 

11 nous reste à examiner le CM OÙ l'un prendrait a-, s et I impairs 
;i 1,1 fois Mais avant de m'en occnper (et de le développer avec quel- 
cpie étendne à canse de l'inlérêt qu'il offre), je remarquerai que quand 
il s'agit d'entiers im|}airs on n'a aucun avantage à leur donner le 
double signe ri: ; admettre le double signe pour une, deux, trois ou 
quatre indétenoinées impaires, c'est tout simplement doubler, qua- 
drupler, multiplier par 8 on par i6 le nonjbre des solutions cpii au- 
raient lieu sans cela : il n'en est pas de même pour les entiers pairs, à 
cause du zéro. 

7. Supposons donc que voidant tepr&ienter par la forme 

un entier donné /», ou n admette pour a-, y y 3, / que des entiers im- 
pairs et positifs. Quel sera dans ce cas le nombre 

des représentations? Il est bien clair qu'il sera nul si m n*est pas de Is 
forme 8/ + 6. Mais quelle est la valeur de 

Pour ré|>ondre a cette question, j'observe d'abord que si tout eu 
prenant x, /, s, ( impairs dans l'équation 

on admettait pour ces indétenuinées le double signe ±, le nombre 
des représentations deviendrait 

i6;R;(8/+(;). 

D'ailleurs, dés que i est impair dans l'équalion proposée, jr, j», s ne 
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peuveul être qu'impairs. Danc, en ajoutant à 

1636 (8/ H- 6) 

le nombre 

de» représentalions pour lesquellea t est pair, on aura le nombre total 

N(H/ + 6) 

des représentations. Je conclus deji que 

X ( 8 / -I- 6 ) = ^ [ N ( 8 / -H G ) - N 0 , 8 / ^- ( i ) ] , 

équation dont le second membre est connu par nos formules. 

Les entiers de la forme 8/ + 6 se divisent en quatre classes qu*it est 
bon de ilistingiier, en sorte que notre éqiution se décompose dans 
les quatre sni vantes. Ou a 



puis 



uiais 



enfin 



ou 



X [ a.y ' ( . -.^A -t- 5)J =» ^'""^J * ' 2, 
1 



se rapporte successivement aux entiers 

On admet) bien entendu, pour y la valeur o comme les autres valeurs. 

a6.. 
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On exprime aisément que dans une forme proposée un enlier / ou 
z doit être pair} il suffit de ie remplacer par au, u restant entier quel- 
conque, et l'on wn ainsi une forme nouvdie à étudier. Comme on 
ne peut pas procéder de mène pour let entiers impairs, du moins en 
s'en tenant aux formes homogènes, j'ai cm devoir entrer k leur sujet 
dans les détails qui précèdent. 
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SUR LA FORME 
Pau m. a. LIOITVILLË. 



1 . On demande le nombre 

W (ji jc« + ^j* -H laa* + j6£*) 

de« représentations de » |>ar la furnu* 

c'«Bl-i-dire da noiidtn det loliitfom de-réqiMlioii 
n = X* + 4^' -h ia«? + i6<', 

où X, j, *, t flont des ealiers quelconques» 

Celte (|iies(ion ii'oiïre aucune difficulté quand h eal un t>iiiier ini- 
pnir 4^' -f ou un entier impairemrnt pair a {tg ■+■ i); car il est évi> 
dent que dans ces deux cas on a 

H(««x*-l-47^-Kia«' 4- i6t«J = o. • 

Le cas de n pairement pair, n = 4g« est facik aussi à traiter, car 
l'équation 

49 B AT* -H 4^^»-!- laa* -H 

exigeant que x soit pair, on n'a qu'à faire x = au pour la ramener 
à celle-ci 

qui a été discutée' plus haut, dans ce cahier même. 
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2. Il ne reste plus que le cas de 

Celui-là a ses ditticuUés propres. Néaumoins, ilaus ce cas méiuei no 
arriverons au but en employant les fonctioni 

N(«), N.(J|) 

qui représentent respeclivenieul les valeurs connues de 
et de 

N.(ji«j:«-i-j«-«-«*-i-3«»). 

D'abord ou posera l'équation 

où I et y sont des entiers impirs, et l'on formera la somme 

que nous déngtions, pour abréger, par 9. Ensuite on aura 

N (4« + I = *' + 4/* -H «a** = g N.(4j i) (- 1 / (y 
en employant la fonction N«(ii), ou bien 

N(4g-Hi=:jc»-»-4j'-»-»aa" + i6<»)=^N(4«-»-i)-»-[î+(-i)»] 
en employant la fonction 1T(r)* 

3. Appliquons à quelques exemples l'expression 
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du nombre demandé 
Soit d'abord g = d*où 

4g-<-i — 1; 

on a ici 9 = I , = 6} donc 

N (1 = «* H- 4 -h lai» + i6<*) = a, 

ce qui e&l exact. 
Soit entnile gss i, d'où 

4g-»- 1 = 5. 

On a celte fois 9 = 0, N«(5) = a4; donc 

N (5 B «• + 4j' -K iaa« -I» i6t») = 4, 

ce qui est exact aussi. 
Prenons à présent g » a, d'où' 

4g -h 1 = 9. 

On a pour ce caa 9 = — 3» V»(9) s 3o; donc 

î< (9 = jc* -t- l\y 4- laz" -H \ijt' , — a, 

ce qui a'accorde avec Téquation 

9 = ( ± 3)* + 4.0* + la.o* 16.0*. « 
Soit encore g b 3, d'où 

4g-l- I = i3. 

Un a dans ce cas 7 = — a, No(i3) = 36 ; donc 

N (i3 = -I- 4/« -h laa* -1- 16«*) = 8. 
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Les équatioi» 

l3 = (rh 3)^ -+-4(^ «)'-»- 12.0' H- i6.o* 

et 

1 3 = { ± I )• -I- 4.0» + I a ( * i)' 16.0» 

* 

confirment ce &it 
Pour g — 4* c*e8t-ft>dire 

on a 
«t 

N.(l7)asg6; 

donc 

N(i7 = X* -»- 4 r* + + 16<*) = 16. 

Cela est confirmé par les identités 

I7 = (d: i)«H-4.«»+ ta.o*-i- i6(± 1)*, 
17 = (i=i)*-l-4(* ia(l: 16.0*, 
1 7 = ( ±: I )» 4 ( ^ a)» + î a.o* i6.o*. 

Notis ne pousserons pas plus loin ces ralciils; mais nous ferons ob- 
server que la forme qui nous occupe, et qui peut s'écrira 

dérive de la forme 

X»-4.Y»-<-Z«^3T«, 

eu u') adui^ant pour Y et T que des entiers pairs el pour Z que des 
entiers paireinent pairs. £n exigeant pour Z uue valeur paireuienl 
paire, nous sortons du cercle des questions traitées ei-deamis. 
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SUR LA FOBHE 
Pas m. J. UOUVILLE. 



I . Étant donné un entier quelconque n, on demande le nombre des 
représeiitattons de n par la forme 

c'est-i-dire le nombre 

N(ïi = 4P* + 3/'+6a* + 6i*) 

des solutions de l'équation 

A ss «* 3/* -t- -h 61*, 

où X, 2, t sont des entiers indiitéreminent positifs, nuls ou ué- 
(pitils. 
Comme on a 

Jc' + Ij* -h 6x» -h ùi* mx* (mod. 3), 

il est clair que la forme proposée ne pent représenter anciin nombre 
= a (mod. 3). On a donc d'abord 

N(37-l> a 3j» 4- 6*» -I- 6l«) = o. 

I>e cas de n multiple de 3, ou de n = 3f , est facile aussi à traiter. 
En effet l'équation 

3^ =:x'-h37«+6^-».6<» 
exige que .r soit divisible par 3. Je fats donc « = 3X| f et en divisant 

Tooe Vllt (a* i^ria). — Jtiu.» 186}. 37 
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par 3, je vois qne notre équation revient à celle-ci : 

*l=y* -H !!«• a<» 3«î. 
En tl'auti-es terme», la valeur de 

N (3^ = *» + + 6»» -h %t*) 
est égale k œlle de 

N(9 =x* -I- aj'» + a»» -+- it*) 

qni a été donnée dans le cahier d'avril (p. 199). 
8. lie seul cas vraiment difficile est donc oelui de 

J'ai reconnu cependant que dans ce cas même i* question dont nous 
nous occupons aujourd'hui peut être ramené i'i une question déjii 
résolue. Je me suis assuré en effet que la valeur demandée de 



N(39 1 = «• -h 3/» -K 6*« + 6<») 



eït précisément la moitié de celle de 

B(3v + I = Jc* H- as' + 6<») 

qui a été donnée aussi dans le cahier d'avril (p. 1 34). 
D'après cela, si l'on considère d'abord nu nombre impair 3f 4-1 





relative aux diviseurs conjugués dy& de l'entier 

6/ + i = dàf 



« 
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on aura 

N (6/+ 1 = + 3/« + 6»« + 6<») = a 2. 

Aintty pour l'entier i, le. nombre des représeotattom par la forme 
X» + if -4- 6a* -I- 6/« 

est égal à oe qui s'accorde avec l'équation 

I = ( i I / + 3.o' + 6.0* 6.0*. 
Pour rentier >), relalivemeiit auquel on a 

2 = 6, 

ce nombre devient égal à la ; et c'est ce queconlirmenf les identités 

7 = ( =h 2)' -h 3 ( :t 1 )' ^- 6.o' -f- 6.o\ 

. 7 = (^0«4-3.o«-*-6.o»-<-6(i:i)». 

Pour l'entier i3, on le trowverait égal à a8 ; et ainsi de suite. 
5. CoDsidéroDs à présent les entiers pairs 

a' m 

que la forinule 3f + i peut fournir, ce qui suppose 

m -s 6i + I 

si ft = a^i mais 

m = 6/ — I 

si ftss «Y -H f . Dans loua les cas, désignons par la simple lettre 

1 

»7- 
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la somme 

relative aux diviseurs conjugués d, â de l'entier lit s i/^. 
En distiogiianl dan» 61-i- 1 les deux formes 

nous aurons» dans Thypothèse de 7 > o» 

N = «» + 3j» + 6«« 6t») = a (a" - 1) 2 

pour 

tandis que 

N{a"ot = «* + -+-6»» + 61*) = a (a'^ +02' 

pour 

ms taAr— 5. 

£n distinguant semblablement dans 6/ — 1 les deux iorine:» 
on a 

N (a''-*-'»! = 3/»+ 6*^ -i- 61») = a (a''"^' - 1) 2 

pour 

mais 

N (a'i'^'oi =x» 4- 3/» + 6s» + 6t') = a (2''^' -h i)^ 

pour 

iiis= laA" + 5. 

On peut prendre yss o dane ces deux dernières formules. Ainsi 

N {lin ~a.* + 6z» -h 6<») = a 2 
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pour- 

1»= lai — I, 

tandis que 

N (aw = X* -H 3^^ -t- 4- 6i* ) = 6 2i 

pour 

m = laik + 5. 
En fiiMAnf , par eiemple» m ^ 5, <l*où 

2 = 4. 

on trouwn que l'entier lo peut être représenté vingt-qimire fois par 
la fonne * 

«•+ 3/' + ôz-" -t- G/-'; 

les équations 

io = (±a)'' -l-3.o=-+-6(:ii i)*-t-{i.o\ 
lo = ^ ih a)» + 3.0" H- 6.0» -I- (i ( I 

10 = 1)' + 3C± 1/ -H 6.0* -i- Ô^i: 1)* 
confirment ce lait» 
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SUR LA FORME 
Pm m. J. UOlJVILLE. 



i . Étant donné un entier quelconque n, on demande le nombre 
des représenlalioas de n par la forme 

a*' H- 3/' -h iz' -h 6t\ 

c'eat-à-dtre le nombre 

des solutions de l'équation 

n = 2J^» -h 3j'« + 3»* 6<S 

où jr. j% r, f sont des entiers indifféremment poaitîfii, nuls ou négalib. 

Comme on a 

ax» -t- 3 j» 3»* -H 6<«"^ 2X* (mod. 3), 

il est clair que la forme proposée ne peut représenter aucun nombre 
: I ^uiod. 3). Un a donc d'abord 

N(37 -4- 1 = a«' -h 3^ -i-3«» + 6«">as o. 

Le cas de n multiple de 3, ou de n = 3f » est &dle aussi à traiter. 
En effet l'équation 

3^ = aa:» ■+■ 3/* -+- 32» 6/» 
exigb que « soit divisible par 3. Je iais donc x s 3x, j et en divisant 
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par 3, je vois que notre équation revient â celle-ci : 

Ed d'autres termes, la valeur de 

est égale i celle de 

K{y SB «* -»- a»» -I- 6l" ) 

qui a été donnée dans le cahier d'avril (p. 1 24)* 
8. Le seul eas vraiment difficile est donc celui de 

»*= 3^ a. 

J'ai reconnu cependant que dans ce ct; tm'mr l;i (jneslioii qm i-'>iis 
occupe actuellement peut être ramenée à une question déjà résolue. Je 
me suis assuré en eiïet que la valeur demandée de 

N (3y -h a as a jc» -4- 3.j * + iz* -i- Ht*) 
cal précisémml la moitié de celle de 

N (3^ -f a = JT» H- 2 ; ' •+• > -t- 3 ) 

qui a été donnée aussi dans le cahier d'avril (p. lag). 

D'après cela, si l'on considère d'iibord un entier impair 3f -l-a, OU 
plutôt 6/ — If et si l'on désigne par la simple lettre 

la somme 

relative aux. diviseurs conjugués d, & de l'entier 
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on aura 

Aiiui pour rentier 5, le nombre des représenut^oos parla fonue 

a«» H- '6j^ -H 3a» + Gi» 
est é^l ft 8, ce qui «"accorde avec les identités 

5 = 3(+ i)» + 3(i: 0» -h 3.0*4-6.0» 

et 

5 = a(± i)»4-3.o» + 3(a:ij* + 6.o». 

5. Couhideroiis à préisent les entiers pairs 

a*m 

que la formule 3^ + a peut fournir, ce qui suppose 

iiiss6l— I 

si et s ay, mais 

fnss6/4- 1 

si a = 37 4- 1. Dans tons les cas, désignons à notre ordinaire par la 
simple lettre 

2 

la somme 

2(-.)'^(î)rf 

relative aux diviseurs conjugués d, à de l'entier 

m s dà. 

En distinguant dans 6/ — i les deux formes 

x^k-^t^ iai;-t-5» 
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nous «urons, dans l'hypothèse de 7 > o, 

Tî(a"iii= 2x^ 3/"-*- 3z» + 61') = a {2'' - 1) 2 

pour 

m = I aA" — I , 

tandis que 

N {%''m = a«« -j- 3r»H- 3«»+6<») « a (a'" •) 2 

pour 

En dislîagiMnt semblablement dans 61 -t- 1 les deiiic formes 

laA -h j, laA — 5, 

CD a 

N (a'^-^'iii = a.r» -i- 3j » 3z« + =s » (a'"*' - i)^ 

pour 

m— laA-i- 1, 

mais 

N = a«» -H 3jr« -i_ 3»* 6««) ^ a (a»'*' ^. i) J 

pour 

% mssiait— 5. 

On peut prendre y = o dans ces deux dernières formules. Auisi 

N (am s a«* 3/* + 3s* -h 6f*) » a 2 
pour • . 

inBtai(+ If 

tandis que 

N (am = ax« + 3j» -K 3s' + 6<«) = 6 2 

pour 

m = laA — 5. 

Tmm fni (>• téito}. - Imua iSS». a8 
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En bisanl, par exemple, m s 7, d'où 

2-6. 

on trouvent que l'entier 14 peut être r pp rfa e nté trente-six fois psr h 
forme 

les équations 

i4«a(±: i)»-f.3(di2)'H-3.o»-k-G.o', 
14 = *(:!: i)»-i-3.o«H-3(:ta)» + 6.o», 
i4s^a(a:i)»-»-3(i:i)« + 3(a:i)»-»-6(± 
14 = a)* 3(* 1)» + I y H- 6.0», 
i4»a(±a)>w-3.o> + 3.o*-f-6(:t: 1)* 

confirment ce bit. 
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SUR LA FORME 
-h 3 + H- 1*); 

Pm h. J. IJ0DVIEU!. 



I . Étant donne un entier quelconque A, oo demaiule le nombre 
des représenialioiis de n par la forme 

c*est-li-dire le nombre 

des solutions de l'équation 

n 3 (/••+•»• 4- «• ), 

où X, z, i sont des eoticrs indift'éremment poâiliia, nuls ou uéga- 
tib. Cette question n'offrira «ucuM difficniti k eextt qui feront 1« re> 
marque simple que les deux quaodtés 

et 

N (an = ax» -t-^j' -K 3»» -h 6<») 

sont égales entre elles. Parcourons cependant les divers cas qui peu- 
vent se présenter. 
Comme on a 

ari-,_3(j»-l-i"-|.«s)SJt« (mod. 3), 

il est clair que la forme proposi^c ne peut représenter aucun entier 
= a (mod. 3). En d'autres tenues, on a 

N [39 + a = jc» -H 3 (jr' + »• + «*)] = o. 

a8.. 
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Le cas de n = 3y est facile aussi à traiter. En effet l'équation 

exige que x soit multiple de 3. Je fais donc x = 3a-,, et eu diviitant 

par 3, j'ai 

7=7»-l-«*4-l"+ 3.rJ. 
Il suit de là que la valeur de 

N[3ç = + 3 + <•)] 

eut égaie à celle de 

N(7 = *'-ê-j*-l-»«-H3l«) 

qui a été donnée dans le cahier d'avril (p. io5}. 
Soit 

n =s m, 

m étant un entier impair, non divisible par 3. Si l'on a 

P > o, 

la valeur de 

M[a-3''m = ««-i-3(j« + »*-i-l»)]- . 

sera, d'après ce qu'on vient de dire, 

H- (- i)""^ (ï)] ' - H «r'""^] 2, 

en représentant par la simple lettre 

1 

la somme 
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rélalive aux groupai de diviseurs conjaguës â de Tenlier . 

m =r df. 

2. Il est digne de remarque que cette expression reste exacte en v 
supposant |3 = o. Elle conduit alors, comme il le fiiut, à une valeur 
nulle quand l'entier n ou a*m est de la forme 3f -(- a; et voici ce 
qu'elle doone quand a*m 3f -i- 1, ce qui suppose 

si « = a y, mais 

ma 6/ — I 

Soit d'abord 

m = 6l + i, 
ce qui répond aux cas distincts de 

et de 

m = laiir — 5. 

On a 

H [2*" m = X» 3 (7» -h 2» + = 2 (2"^' - 0 2 

quand 
tandis que 

N [2'' m = X* 4- 3(/» -t- + /»)J = 2 (2''^' -h 1) 2 

quand 

ms:înk-' 5. 
On peut prendre 7s o dans ces deux formules. Ainsi 
» [ m « «• -H 3 (7« + *• -i- £ • )] = a 2 
pour m» laAr + 1 , mais 

W II» = jf» -h 3 (7» + *« + <«)J = 6 2 
pour m = laJlr — 5. 
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Sott, par exemple, w » i . il nous viendra 

N [I = «» + 5 -1- a» -I- #•)] = a, 

ee qui s'accorde avec Téquatiou 

I =:{:fci)V+ 3(0^+0*4-0») 

qui douue pour l'entier i deux représentatioos. 
Soit mteortt m b 7, d'où 



Nous aurons 
Or les idea I liés 



2=6. 

N [ 7 = jc» -I- 3 (7» -h z» -(- /^j = 36. 

= (^a)" + 3((±i/ + o» + o«], 
= (±a)«-t.3[o« + (*ï)»H-o«], 
= (±a)«-i-3[o* + o»+{±i)*lv 
= (d: I )« 4- 3t(± 0' 4. (di i)« -j- o«], 
= (± I)» 4-3[(i: i)'4- o»4-(± 
= (±l)«4-3[(o«4-(±l)»4-(*l)«l 

fournissent cfrectivement pour l'eutier 7 trente-stx representation! 
3. Soit à présent 

01 = 6/ — I, 

ce qui comprend les deux cas distincts de 
et de 

Ills laA 4*5. 

Je trouve que l'on a 

N [ a'^-*-' /H = + 3 [y -t- s» 4- « a (a"*' - i) J 
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quand 

taudis que 

. M [ a'»-^' m = «» + 3Cr* -H a» + /• )] = a (a»^*' +1)2- 
quand 

m ss I a£ 5. 
On peul prendre y = o dans ces deux formulei». Ainsi 

N [am = «» H- 3(j» + »• + «•)] s= 6 2 
pour m B 12A i| tandia que 

H [am SB X* + 3 fjr' + a» + I»)] = 10 2 

pour m = 12A -i- ). 
Soit, par exemple, m =: 5 : il nous viendra 

N (10 ss 3 (7* -I- s* -I- I*)] := 10.4 B 40. 

Or l'entier 10 peut en effet être représenté de quarante uianier«» par 
la loruie 

+ -H + 
c'est ce que prouvent lea équations 

,o = (:h.)' + 3[(±.r + (^'r-+-(^')^J, 
I o = ( ± a)» -H 3 r{ ±: I )' -I- ( i: 1 )* + o''' J , 

10 = (:t a)^ -1- 3 [(o» -H (=1 1)' -H ( :t O^j. 

Pour m s 1 1 , 00 obtiendrait 

N [aa = *» + 3(7' -h a» + = ti X la = j*;. 
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or cela s'accorde avec les équatioDS 

2a = a* + 3(a*-t- l'-f- 1*) 

et 

aa = 4' + 3(i«H-i*-i-o*), 

qui fourniront pour l'entier aa soixante<doQce représentations si l'on 
a soin d'y affecter du double signe 1: les racines des carrés qui ne 
sont pas nuis et d'y opérer les permutations convenables. 

4. Ijb» solutions de l'équation 

se divisent en deux classes suivant que s* + 1* est un entier pir ou 

un entier impair. Il n'e.s( pas iiititile d'avertir que l'on peut déterminer 
séparénuMit le nombre des solutions de la première classe et le nombre 
des solutions de la seconde classe. Le total est connu ; il me sufBra 
donc de dire que le nombre des solutions de la première classe 
(2* + entier pair) est égal i 

N [« = 3j» -t- iiz' + t)/^J : 
la démonstration est facile. Or la valeur de 

U [n = :t« 4- 3 r* -h 6»» -i- 6<» J 
a été donnée plus haut, dans ce cabier même. 
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SUR LA FORME 

a.r* 20-^ -H ij"^ -H 3 (s* -+- 1"^)% 

Pa» m. a. UOUVILUB. 

1. Étant donné un entier quelconque n, on demande le nouibi-e 
des repréaeotatiom de n par la forme 

aJC* -H a -f- -I- 3(s* H- ^"), 

c'est-i-dire le nombre 

N f« =s ajp* -I- a j V 4- 2j" -H 3 (»• + <•>] 

des solutions de l'équalion indéierminée 

H as a«* + aXT- aj* + 3 («» i*), 

oùx, z, t sont des entiers iiKlifTéreminetit positifs, nuls ou négatits. 

Noos avom enseigné queU]ues page;, plus haut, dans ce cahier 
même, à calculer le nombre des rcprésentaiions d'un entier donné, 
par la forme 

X* -+■ H- Gs' G/* 



Noua répondrons donc complètement et de la matiu re l * plus courte 
à la question qui nous est posée ici en disant que la valeur de 

N f« = a -i-'axjr -I- a -t- 3 {t* -h t*)] 

et celle de 

N (an = JT» 4- 37-» -h 6z» -h (U^) 

sont égales entre elles. 
8. On a 

K (a « = «• -h 3/« -1- 6i« -I- 6f« ) = o 

Tmm flU(s*iMe).->lmuti80. SQ 
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quand n est de la forme 3f 4* i« parce qu*«lora an est s a (mod. 3). 
11 suit de là que 

N f3y + 1 — ax» -I- 9xjr-t-%j* -n 3 (a' -i- = o. 

Mais poiu- n — 'i(f et pour /i = 3^ + 2 on trouvera des numbres plus 
ou moins grands de représentationt. 
Pour A s a, on a 

M (4 = a * -(- 3/» + ôz^ H- 6x-) = G, 
comme le prouvent les équations 

4 = ( It -H 3.0» -I- 6.0* H- 6.0* 

et 

4 = ( ± I )» + 3(:t 1 )• -»- 6.0' -I- 6.0». 
L'entier a doit donc être représenté six fois par la forme 

ax» axjr + 2jr* -»- 3 («' -t- <*). 
Voici les valeurs de x,^-, s, t pour ces six représentations : 











o, 


2=0, 


< = o, 


./ 




- 






2 = 0, 


/ = o, 


a- 










Z = O, 


« = o, 






O, 


y = 


' » 


2 = 0, 


< = o, 


X 




l> 


j = 


- s 


a = o. 


<=.o, 


X 




-»» 




1» 


SsO, 


IseO. 



Pour R = 3, on trouve 
•et ainsi de suite. Mais je n'insiste pas sur ces détails. 
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SUR lA FORM£ 
*» + jrr -+-.»•' -I- 3 (»* -I- «»)î 
Pab m. J. UOLVILLE. 



1. fa (MiemiilMdon du nombre 

N f « = a-* -H Jrr -^ ^' + 3 (»* 

dos représentations d'un entier donn»' p.ir la fornif 

ne peut nous offrir i présent aucune difficulté; car il est pour ainsi 
dire èvidoft que les Taleiirs de 

. N [il =î + jer ^ 3 («• <»)] 

et de 

sont égales entre < !ks. Or nous venons précist'iiicut de donner le 
moyen de calculer dans Ions les cas la seconde de ces deux valeurs. 
On peut aussi revenir directement à la forme 

en prouvant, comme il est aisé de le &ixe, l'é^lité des deux quantités 
N [« = jc* -I- JPT -*-r* + 3 (s? -I- <•) j 

et 

Tout cela est trop facile pour que je m'y arrête. 

8. Je me contenterai du seul exemple de ns pour lequel nos 
formules donnent 

N [i = + »^ + -I- 3 -t- <•)] = 6; 
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or je trouve en effet ns repréflentatkMis de Teatier i la forme 

«• -4- Jrr -»- ^ + 3 (a« + <»). 
Pour ces six représentations, on a. 

s s o, I = o, 
et les groupe» de valenr* conjuguées de j sont 

« = J-Or 

puis 

* = o. J^±it, 

enfin 

a- = i, J'S-l 

et 

* = — '» / = 
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SUR LA FORME 

3x^ + 4- -t- 4'*; 

Par m. J. UOUVILLE. 



1. Étant donné nn entier n, on demande le nombre des repré»en* 
tatiom de n par la forme 

c'eit-à'dire le nombre 

N (it = 3x* -I- 3j« -4- 3»» + 4£») 

des solutions de réquatioii 

A = 3«* -H 3j* -I- 3s* -I- 4<S 

où Xf /, ^ sont des entiers indifféremment positifs, nuls ou ii^galifi». 

La réponse à cette question est bien facile qnand rentier donné n 
est de la forme 3^ -l- a ; car on a évidemment 

N(3^ -4- a = 3jc* + 3j» -h 3s« + /| f) = o. 

Il est facile aussi de traiter le cas <le n = 3^. Ëii etïet 1 éijuation 

37 =: 3** H- 3j» + 3»' -h 4*' 

exige évidemment c|ue t soit divisible par 3. Je lais doue t— 3ii, et fii 
divisant par 3, je vois que notre équation équivaut à celle-ei : 

= x*-i- + z* + latt^. 

En d'autres termes, le nombre demandé 

N (3f =s 3** + 3/* + 3»» -h 4 <*) 
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équivaut k celui-ci 

N (9 s -i-jr* + -i- lai») 

que nous avons déterminé dans le cahier de mai (p. 161), où nous le 
désignons plus simplement par 

Nous Hcnions en conséquence t 

N ( 39 = :jar' -I- 37' -t- 3»» 4 = (v). 

2. Reste le cas de n — 3f 4- 1 . Celui-U seul offre des difficultés 
spéciales. Néanmoins, dans ce cas même, nous réussirons à ramener 

la question proposée à une question déjà résolue. 

Ojnsidérons d'abord ks entiers impairs n de la Corme 3f + i , c'est» 
à-dire soit 

n^6/+ i. 

Il faut alors poser de tontes les manières possibles l'équation 
où i et / sont des entiers impairs positifii, puis former la somme 

relative aux diverses. valeurs de i. Cette somme, que nous désignerons 
par la simple lettre r, sera un de* éléments de notre calcul. On la re> 
tranchera de la moitié du nombre des solutions de Téquation 

6/ H- I «* -H 3 ( -H V f » ) 

dont nous nous sommes occupés plus haut» daiis ce cahier même, et 
l'on obtiendra ainsi la valeur de 
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savoir 

i N [6/+ I = jc* + 3 0^' + »» + - 1. 

Ëo désignant donc par 

Z 

la somme 

relative aui groupes de diviseurs conjugués & de l'entier 
oo aura 

W (6/ -h I = 3*" H- 3j» 3»» + 4<') = 2 - ^ 
quand / est pair, c'est-à-dire quand 

« 

mais 

N ^6/ -h I = ix' + -H 3i» + j = 3 2 - f 
quand / est impair, c'est-à-dire quand 

Pour i = Ot par exemple, il viendra 

H(i = 3** -H 3jr* -I- 3»» -h 4«')= I - I = o, 

ce qui est évident à pridri. 
Pour / ssi,6/-t-is:7, ona 

2=6-, 

les équations 

4.7=t»-i-3.3« 

et 

47«5» -1-3.1» 
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donnent d'ailleun 

Il vient donc 

N(7 = 3*» 3j-« -h 3»» + 4<') = 3.6 - 6 = la; 

c'est ce que confirment les identité 

7 = 3 ( ± I )^ -t- 3.o^ -h 4 ( =h 1 1», 

7 = 3.0' -f-3(d=i;' 4- 3.0' -(-4(rt: i)% 
7 = 3.0" -h 3.0* -h 3 ( i: 1)^ H- 4 1 ± • )% 

qui fournissent pour l'entier 7 douse représentations par la farme qui 
90US occupe. 

3. Passons auxentiem pairs de la forme Sy-f-ii et d'abord aux 
entiers impairement pairs, 

a(6/-i). 

Je ramène la recherche de 

N [a (6/ - j ) = 3«' -h 3^* 4- 3»» -h 4<* j 

à celle de 

N (6/ - I = ax» -H 37» -4- 3z' H- 6i*). 

I,a valeur de celle dernière expression a ('té donnée pins liant, dans 
ce cahier méiDe, et il sufBl de la tripler pour avoir celle que nous 
cherchons. En d'autres termes, on a 

M [«(6/ - 0 3x' H- 37» -t- 32» 4<»j = 62, 
la simple lettre 

2 

représentant la somiue 

relative aus diviseurs conjugués d^àd^ l'entier 6/ — 1 =s d^. 
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Ainsi, par exemple, on doit avoir 

N (lo = 3jr» + 3/» -H 3»' -h 4/») = 24; 

et cela est confirmé par les éqnations 

ro = 3( ± i)» -h 3(dz i)> -»- 3.0' -H 4 ( ± 0», 
10 =^ 7^ if -h 3.0- -1- -i ( ±: -4- 4 (± ,)», 
10 = 3.0» 3(± 1/ -1- 3(di 1)» -h 4(2: 1)», 

dont chacune fournit pour l'entier lo huit représentations. 
De même* on doit avoir 

N(m = 3x* 3r« -h 3»« + 4/«) = 7»; 

c'est ce qu'on véri6era sans peine au moyen de» idcntilé& 
a» = 3.a» -h 3. i » -h 3. 1 * -H 4. 1 » 

et 

a2 = 3.i»-u3.i'-+-3.o»^-4.2', 

en y alTectant du doitbte signe ± les racines des carrés qui ue soni 
pas nuls et en opérant les permutrifions convenables. 

4. Les entiers pairement pairs de ia torme 3^ i peuvent èire re> 
présentés, sous la condition de «t > 1 , par 

a"«i, 

m étant on entier de la ferme 62-4-1 quand Texposant a est pair, et de 
la forme SI — 1 quand l'exposant « est impair. Cola étant, pour avoir 

N (a"/n = 3ar» -+- 35» 4- 4<*), 

on n'aura qu'à chercher 

N f = x" -t- 1 j M- *• -»- f")l ; 

il est évident que ces deux quantités sont égales entre elles, et la se- 
conde a été donnée plus haut, dans ce cahier même. 

To«wVIU(,i*«*ri<>). — JvuxciaHeS. 3o 
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D*«|N%s cela, û Ton désigne par 

2 

la somme 

relative aux divi$etin conjugués d, â de l'enlier m = on aura 

îi (a'^^ '/H = isc' 3/» -H -H 4^') = « i)2 

si 

msiaiirH-it 

mais 

m=3x»-f- 3 -H 3x» -H 4^') =^ a (a''*' -»- i) J 

si 

#11 s= lait — 5, 

puis 

N(a''-^^ii« = 3jc» •+. 3j» ■+- 3«« -h 41») = a (a«-'+»- j)^ 

quand 

enfin 

N = 3x» -H b/» -h 3»' -»- 4<'') = a(a'''"*'*-i- 

quand 

m — laA' 4- 5. 

On admet pour y la valeur o, comme toute aittre valeur > o. 
La première de ces quatre fornmles donne 

N (4 = 3«* + 3j» 3»* + 4<") = a, 

ce qui est exact, vu Téquation 

4 = 3.0» -I- 3.0* 3.0» 4 (± 1)*.. 
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D'après la seconde» 

N (a8 = 3ar*.-i- 3 r* -i- 3»* 4 i») = 36, 

ce qu'on vérifie aisément au moyen des deux ideolilés 

aS = 3.a* ■+• 3.«" h- 3 o* -h 4- i** 
a8 B 3.«* -h 3.0* -I- 3.0* + 4.aS 

CD y affecUidt du double signe ±: les racines des carrés qui ne 
pas niils cl en opérant les pemratations convenables. 
D*après la troisième fominle« 

!r(88 s 3x* -4- 3r« -»- 3a« + 4^^) = 7c» ; 

la vérification se fait facilement au moyen des deux identités 

88 = 3.4» 3.a* + 3.a« -1- 4»'. 
8il = 3.a« -I- 3.a* + 3.o* + 4.4*. 

Enfin la quatrième formule donne 

N (4o = -Ix" ^ -»- 3a» + ^t')= .'io; 

et les équations 

4o = 3(a:a)» + 3(±2)« + 3(±a)* + 4(±!)% 
4o « 3C± a)* -I- 3 (.± a}» -»- 3.0* + 4(* a)', 
40 = 3(d: a)* 4- 3.o» + 3 (S: a)« -i- 4 ( ± 
4o = 3.o» + 3(±î)»H-3(±a)»-h4(*2)« 

confirment ce fait. 

5. En traitant de la forme 

JC« H- 3 (/•-!- »• + !•), 
nous avons déterminé non-seulement le nombre total 
N [/I = a-* 3 (^ ^^ 4- 4- <»)J 

3o.. 
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des solutions de l'équation 

« = jc» -H 3 {y + -^- 

mais encore séparément le nombre des solutions pour lesquelles + 
est un entier pair, d'où résulte par soustraction le nombre des solu- 
tions pour lesquelles -f- /* est un entier impair. Ou en conclut facile- 
ment aussi les nombres relatifs à -f- 3/' eolier pair et à ■+■ ij * 
coder impair; car x* ■+- ^jr* et s' + 1* sont de même espèce (mod. a) 
si l'entier donné n est pair, et d'espèce opposée si n est impair, de 
sorte que quand on fixe la valeur de j:* ^jr' (rood, a), on fixe par 
cela même celle de — et vice versa . 

Déterminer, comme nous venons de le faire, la valeur de 

N (n = 3ar« -•- 3^î -»- 3*« + 40» 

c'est évidemment déterminer celle du nombre des solutions de Téqua- 
tion 

n s j:' + 3 {j* -»- s* -h 

pour lesquelles x est pair, et en retmncbant ce nombre du total des 
solutions nous en déduirons le nombre de celles pour lesquelles x e&t 

impair. 

Dans l'article suivant, nous nous occuperons de la luruie 

3 ar ■ + 3j* -I- 4s» -M a<* ; 

par là nous arriverons k obtenir séparément ausii le nombre des sohi> 
tions de l'équation 

n=a'-t-3(j» + s^ + <«) 

pour icscjuelles .r et > sont |iairs à ta (bis, et dès lors OD pourra BIU- 
teuis mutamiis appliquer à la forme 

x« + 3(7»-i-a«4-*») 

ce que nous avons dit concernant la forme jc^ -^J* + 2* -i- iû% dans 
nos Remanpws muiveNef insérées au cahier de juin. En un mol, on 
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peut trouver pour un entier qaelconqne n le nombre des solutions 
dont Téquation 

est susceptilile (]nand on admet des valeui s données (l fs|ic( rela- 
tivement au module a, pour une ou pour plusieurs des quatre indéter- 
minées Ji-yJ , z, t. 

6. Par «semplef il est intéreMant de oonnaitre l'expresHon très- 
simple du nombre des solutions que l'équetion 

« = j?» H- 3 ( r» -«-»«-•- «•) 

romportp on n'y pn-uatil pour > , y, z, t que des entiers impairs et 
positils. Je laisse de côté le cas de n = 3f , qui ne nous apprendrait rien 
de nouveau. Dès lors n devant être i là fois si (mod. 3) et s^a 
(mod. 8) ne pourra être que de la forme ^i-^ 10. Soit donc 

n — n^k -I- 10, 
0t qu il s'agisse de trouver le nombre 

at [34*-i- 10 = + 3(7»+ »» + t*)] 
des solutions d6nt Téquation 

a4A -i- lo = ar' -t- 3(j^* -h »* -h <*) 

jouit en n'y prenant pour x, /, z, t que des entiers impairs posilife. 
Or notre analyse conduit à. la formule 

»[a4A + io«*»-h3(r«-|.»' + £')J=i2(-') * (3)^» 

où le signe sommatoire s'applique aux groupes de diviseurs conjugués 
d, â de l'entier i2k-i- 5 = dd dont 10 est le double. 

Ainsi, on a 

X fio = or' -f- 3 ( -I- »• + <*)] = I, 

ce qui s'accorde avec l'équation 
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On a ensuite 

wr34 = x' + 3(^«-h»« + <»)j = 4; 

et cela est vérifié par lea équation» 

34=i»-i-3(3»-i-i»-i-i«), 
34=i»-i-3(i« + i«-i-3«), 
34=i* + 3{i«-f-3*-i-i«), 
34«5»-4-3(i« + i»+i»), 

On a de même - 

«f58=jc»-i-3(.r* -h «■ + !»)] s: 7, 

résultai contirmé par les identités 

58=i«-h3(3«-i-3«-*-i«), 
58=i«-h3(3*-i-i«-i-3»), 
58= t* -H 3(1* + 3» + 3»), 
58 = 5*-i-3{3«-n»+i«), 
58 = 5«-i-3(i« + 3»-t-!»). . 
58s=5« + 3(i«+i» + 3«). 
58 = 7«H-3(i*-i-i»+f«). 

Je ne pousserai pas plus loin ce* calculi. 
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PURES ET APPLIQUEES. aSg 

SUR LA FORME 
Put M. J. LIOUTILLE. 



I. La déterniinattoii du nombre 

W (n = 3«» -H 4»" H- • 2/») 

U<ii> solutions (ie l'équatiuti 

Il SB 3x' -h 3 j * -h 4s* 1 a/*, 

où n est un entier donn^, ne peut offrir aucune difficulté, ni quand n 
Ml de la forme 3^ + a, ce nombre étant évidemment nul alors, ni 
quand n = 39, attendu que l'équation 

39 = 3x» 3^» -H 4»« -H I al« 

exigeaut que z soit un multiple de 3, z = iz,, revient a celle-ci 

que noua ayons discutée dans le cahier de mai (p. 173). 

8. Pour un entier pair, n- nj, la question se résout Acilemeut 
aussi, en prouvant que le nombre demaudé 

M («7 = 3«» -h 3/* + 4»« + I a£') 

est égal à cet autre nombre 

M (9 = a«» -H 3^-' -I- 3»» -h 61»), 

que nous avons ettscigné à calculer, pour chaque entier q, dans ce 
cahier même. 
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R«8te le CM de n im|Mir el de la forme 3f -t- 1 . On pent avoir 

oil 

■ 

Or il est visible que 

N (i a* I = ix' 3/' -h 4s* -I- ia<*) = o, 
et l'on s'assure sans peine que la valeur de 

N (f a* - 5 « 3«* -h -(- 4«* -1- la <•) 
e&t les.deux tiers de celle de 

Il (la* - 5 = 3«* -I- 3j* + Ss* -f- 4«*) 
que nous venons de déterminer dans l'article précédent. 
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PUIUES ET APPLIQUÉES. 



SUR LA FORME 
PiB M. UOUVnXiB. 



1. La détermination du nombre ■ 

N(i» SB 3*» + 4r* ^ • a»' + lal*) 

des représentations d'un entier donné n, par la forme 

ne peut nous olTrir aucune difficulté quand cet entier est pair. D'a- 
bord, s'il est impairenient pair, l'équation 

n = 3jc" 4jr" -I- ia2» t2t* 

est évidemment impossible, de façon qu'on a dans ce cas 

N (it = 3«* 4- ij* laj^ + ia'<») =* o. 

Soit ensuite n pairement pair, n — ^q. L'équation 

4f SB 3jp* h- 4 + la»" H- ia<' 

ne peut avoir liea qu'en prônant x pair, x = nx, ; elle revient donc 
àc«lie-et 

q 4- 3»" + 3<» -h 3*J. 

Ën d'autres termes la valeur de 

H (4f = 3x* -K 4/* -F I aa" -»- 1 a**) 

ToM Vni («• iMt). - Amt itO. 3f 
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est ^lei celled? 

qui a été doiiaée daus le cahier de juillet (p. a 19). 

2. Poiir n Impaîri h quotion n'est pes moins fiicile. D'ebord on a 
évidemment 

N = 3j* + 4- laz* -*- = o 

quand 

Reste le cas de 

« « 4ff 3, 

et oelui-li sera rénolwt ou dq moin» «em nmtM k vm queatioo d^â 
résolue, si Ton observe que le nombre demandé 

K ^4^' -»- 3 = 3jc« -1- 4 -I- -i- ia<«) 
est la moitié de 

W (4* + 3 3*« + -h 4»' -f- 1 a<»), 
sur quoi voyez les dernières pages du cahier de juillet. 
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PURES Et APPLIQUJ&ES. «43 



Stm LA FORME 

«■ -H 3^ -1- 3^ -I- laf» ; 

Pa« m. j. liou ville. 



1. On deuMode le nombre 

N {/i ss x' -»- 3/' -I- 32» -f- 1 2/»} 

des repréMttitatiom d'un enttor donné il» par la forme 

jr"-»-3/"-i-3«" + ia#*. 

Pour répoudre à cette question, nous reourquerons d'abord que Ton 
a évidemment 

M (3y + a = x« H- 3^* -I- 3a* + t%t*) — o. 

On voit aosti que la valeur de 

Bî (39 = 4- 3/' 3 + 1 a <^ ) 

est égale à celle de 

N (9 3a» -h 4<') 

que nous avons déterminée dans le cahier de juin (p. i8a). 

J<e cas de 

R s 3f H- I 

est doue le seul qui rcyte à examiner. 

S. Lea entiani impairs de la Carme 3f -i- 1 se divisenl en deux 
classes. On peut avoir 
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ou 

n = 12A' — 5. 

Qu'il s'agisse de l'on ou de Tmitre de cas deux cas, nous aurons à in- 
troduire la fonction 

relative aux groupes de diviseurs conjugués <A rentier n = d&. 
Nous la'représenterons, pour alwéger, per la simple lettre 

2. 

Nous aurons à considérer aussi la fonction 

où le signe sommatoire |)orte sur les entiers impairs et positifs qui 
peuvent appartenir à l'équation 

dans laquelle I'mtier 1 est aussi impair et positif. 
Cela élantf je trouve que 

N (/i = a» -H 3j» H- 32» -»- = 2 -h a 

quand 

n s 19^-1- 1; 

mais 

N (n = *• -I- 37" + 3»* -I- la/») = 3^ ^ 

quand 

nssiaA— 5. 

Ainsi, pour « = 1, le nombre des représentations est 

l-l-lsa; 
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et cela s'accorde avec l'équation 

I = (± i)» -h 3.0» + 3.0' -I- ia.o». 

Pour /< = 1 3 = I a -H I » on a 

et 

«B — a. 

Il doit donc y avoir dome rèpréieolatioi». les équations 

1 3 as ( ± !)■ 3 (± a)" H- 3.0» -h I a.o», 
i3 = ( A i)« -I- 3.0* + 3(i: a)* + 1 a.o», 
■ i3 = (±: i)*4-3.o" + 3.o«-4- n(S: !)• 

coiitiruieut ce fait. 
Parmi lea entiers 1 ai^ — 5, prenons n = 7. On a alors 

2 = 6 

et 

a a= — a. 

Le uombre des représeulations est doitc cette lois 

3.6 — a = 16. 
On vérifie qu'il en est ainsi au moyen de» identités 

; = ( 1 -)- 3 ( ±: I j- -4- 3 ( :t l)' -4- I 2.0*, 

7 = (±a;^ -t-3.o»-h3(± i2.o% 
7 = ( 1: a)» -H 3 ( :t I )=■ -H 3.o* j 2.u\ 

5. Passons aux entiers pairs de h fonnc 374-1. On peut h's repré- 
senter par n^m, m étant un entier de la forme 6/-t-i «piand u est 
pair, iiiaib de la iurme Gl — 1 quand a est impair. Nous désignerons 
toujours par ' ' •" 
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la 



relative aus divtwors coojugaés # de l'entier m = d&. 
Pour a B I, on doit avoir m s i, c'ctt^à-dire 

« = 2 (6/ — i); 

et, dam cette hjpolhiie» je trouve 

N (n sss + 3^ H- 3»« I a«») = a 2 

Ainsi, pour m = 5» d'où n =s lo» on doit avoir hait repréKotalioiis. 

L'équation 

lO = (±: %f -h 3 (du)» -h 3 (S: i)* 4- la.o» 
confirme ce fidt. 

Pour m = 1 1 , on a n = 2a ; et l'on doit trouver vingt-quatre repré- 
sentations. Elles sont fournies en effet par les équatious que voici : 

aas=(i:a)» + 3(:ti)' + 3(* i)» ia(* 
aa =s (± 4)* -»- 3 ( -b i)« +,3(±: i)« -h la.o». 

Quand il s'agit des multiples de 4* nous avons à distinguer les deux 
de 

n = a"''*'*» 



et de 



7 pouvant se réduire à zéro. Dans le premier cas, m doit être de l'une 
des deux formes 

t^k-hty tail->5. 

I 

Dans le second cas, m doit être de l'une des deux formes 

la^H-S, 19*— I. 
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Or je trouve d*une part 

N = -h 3/» -h 3a» -H 11/») = a (3.2»'-^' - i) 2 

quand 

m=5iaA-i-i, 



N (a^'-^H = jc» -H 3/=' -h 3«' + ia£^) = a (3.a''^'-H i)^ 
quand 

m = laA — 5; 

etd'aulre part j'obtiem 

N (a^^'^^iB = ;r« ^- 3^-» + 3»« ial«) = a (3,a''-^*-»- 1) 2 
quand 

nts lailr 4- 5, 

mais 

N(a''*'m««» -H 3/» + 3»» -h ia<') = a (3.3*''-^='- 1) J 
quand 

En prenant yss on a les lommles particulières que voici : 
pour 

m s 13^+ r; 



N(4oi = a:» ^- 5y -h 3«» -h lat») = i42 

pour 
Pule 

!ï{»m » 3^« H- 3»' + ia««) s aôj 

pour 
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enBii 

N («m = «« + 3j« -h 3«« -h m «•) = aa 2 

pour 

m = iaA — I. 

première de en fermiilM particulières, en y fainnt m^t, donne 
N (4 = «• + 3/« -H 3*» -H ia«') « lo, 

ce qui t-st vériKé par les identités 

4 = (d: a)" + 3.0* + 3.o« -h i a.o», 
4 s (d: i)* -h 3 (d: i)* H- 3.0» + la.o», 
4 a= (±: !)• -h 3.0*-*- 3(d: i)» + la.o». 

Je me contenterai de tt' seul exemple. 
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SUR LA FORME 

x^-i-'5j'^ + 12** -(- 12/*; 
Pab m. J. UOUVILLE. 

1. Le nombre 

Ji[n — X* -h 3 r' + 12 2* -t- 12/') 

des repréaeatations d'un entier doDaé a, par la forme 

«* -4- 3^* + 1 » »* -h I a 
est évidemment nul quand 

Ije CM de 

n = 3f 

est facile ausci à traiter, la Taleor de 

N{3ç=ar»-+-37»-»-i2** ■+■ i3<*) 

étant égale à oflle de 

N(9 = ar* -t- 3r* -»- 4i* + 4<*) 

qui a été donnée dans le cahier de juin (p. i85). 
Nous n'avons doue à étudier que le cas de 

it=3f + i. 

S. Gonnençons par la entière impairs it s 3^ -i- 1 , ou plutôt 

Torn* VIII (i* Mri*}. - Aovt i86}. 3a 
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J'arrive pour eux à la formule 

K (n = jT» -H -I- 1 a«» + 1 al») = 2 H- ff. 

où 

2 

repréMDle la aomme 

relative aux tiivjseurs conjugues à de Tentier n = dd, tandis que 
désigne la somme 

qui concerne l'équation 

où les entiers i et / sont impairs et positifii. ' 

Ainsi, pour fi = I» on aura deux représMilations : elles sont fournies 
par l'équation 

I — {±. i f + i.Q* -h I a.o» ■+■ la.o». 
Pour n ss 7, le nombre des représentations sera 

6 - u = 4; 

réquaiïott 

7 ss ( ± a)* + 3 ( ± i)« H- 1 a.o» -h t a.o» 
con6rme ce fait. 

5. I.e cas d'im nombre impairement pair ne donne lieu k aucune 
diificullé} on a évidemment alors 

K (« » «• -h 3^-* + ia*«-»- lai») s ©. 
n ne reste donc plus que les entiers pairement pairs (de la forme 
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3f -I- 1 iNen enteodu) lesquels le diviient en quatre classe», savoir 

avec 

ai = iaA-i-i ou laA-— 5, 

et 

«as a''** m 

avec 

m = I a A + 5 ou i a A — i . 

\h: quelque classe qu'il s'agisse, DOtM représenterooi par la simple 

ieiire 



la somme 

relative aux diviseurs coDjugués d, & de Teotier m = tt&. 
Je trouve d'une part 

quand 

iRBiaA + i, . 



N ( a*'^* m « *» + 3^ -I- la»* -hi a l«) = a (a'»*' 4- 1) J 

quand 

msiai— 5. 

D'autre part 

N{ï''^^m = a:' 4- 3^' 4- ia«» -(- 12/») = a l*'^"^-*- i)^ 
quand 

f»s laA 5, 

3a.. 
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et 

N (a»'*' in = -h 37" + 12«* + laf) = a (a""^' - 

quand 

m ss lail' — I. 

On peut prendre y = o dans ces formules. Il vient ainsi 
N (4»« = Jc» -♦- Zj* + ia«* ial«) = 6 2 

quand 

ai3s ia4+ I, 



N{4fli = «* + 3j' -I- la»* -4- tit*) = loj 

quand 

m a laft — 5} 

puis 

N(8«i=:=«» -h 3^» -Mae» + !«<») = 18 2 

quand 

m = laA 5, 

enfin 

N (8»i = 4- J/^* + 12*» + ia<») = i4 2 

quand 
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SUR Î.A FORME 

x' -f. I ■^ 7" -i- \ jtz' 12/'; 

Pa» m. J. UOUVILLE. 

1. La déteimination du nombre 

des TepréBentatioiH d'un entier donné », par la forme 

eat fiicOe à présent. On a évidemment 

N = jr* -t- ia_;' las* -H la/"; = o 

quand n est de la forme 49 ^ ou de la forme 3^4-3, et aussi 
qiirind l'entier n est impairement pair. PDurn = 49i iïsufât d'obsa-* 

ver que la valeur de 

N (49 = + la»" -h i2<*) 

est égale à celle de 

N = Ji^ -h 3 -h t*)] 

qui a été donnée dans le cahier de juillet (p. 319). Pour its 3^, on 
remontera au cahier de juin (p. 179); car la valeur de 

N (S^ssor'-f laj* + ias'+ tal') 

est ^le à celle de 

N s 3jc» 4- hj* -H 4»* + 4''). 
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2. Le cas de n = iik + i reste donc seul à examiner ; et pour ar- 
river dans ce cas au but, on remarquera que le nombre demandé 

N(taA -i- I aB«*-Hia/'-f-ia»'-»- 
est égal à celui-ci 

N(i»i-i- 1 = *» + 3/* + las» +.!»«•) 
dont U valeur a été donnée dan* l'article précédent ; cette valeur est 

où 

2. ' 

désignent respectivement les sommes 

relatives d'une part ans diviseurs conjugués i/, à de l'entier 

1 aA" H- 1 =: (ià, 

d'autre part aux entiers impairs et poeitila/ que comporte l'équation 
dans laquelle i est aussi impair et positif. 
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SUR Là FOEME 

3a-» H- 47»+ 12:» + 48/»; 

Par m. J. LIOUVILLE. 

1. La détemiinalion du nombre 

N (« = 3x» H- 47* H- 1 » »• -t- 48<*) 
dea reprécenlatiotii d*uii entier donné n, |*ar la forme 

n'offre aucune (liffîciiltf'- quand re! etifier est impair vt i fmod. 4 m 
ou quand il est iinpairemeiU pair, ou en6n quand il est 5= a (mod. 3); 
cai' ou a alors évidemment 

N (« = 3x» + -H la*» -I- 48£») s o. 

On voit tout de soite auni que la valeur de 

N (4^ = 3ar» -»- 4j * + lai* -H 4»<*) 

est égale à odle de 

N = x" + 3j« + 3»» + 1 2/») 

qui a été donnée plus haut, dans ce cahier ménie. £i)iiii la valeur de 

H (37 = 3«» + 4^» H- laa* + 48*') 
est égale à celle de 

qui a été donnée dans le cahier de juin (p. aoS). 
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2. Nous n'avons donc à nous occtiper que du cas de n impair 
1- 3 (mod. 4) et .^i (mod. 3), c'est-à-dire du cas de 

n = i2k — 5. 

Ce eu exige uue étude spéciale; mais enfin on arrive au but. Dans les 
premières pages de oe cahier, noas stoos en e0èt donné la valeur de 

N (la* - 5 = 3.r' -f- /^y -h i2z'-+- lai»). 

Or, si l'on en prend la moitié, et qu'on y ajoute ou qu'on en re- 
tranche (suivant que k est pair ou impair) la 



relative i l'équation 

où f et / sont des entiers impairs positifs, on aura précMément la va* 
leur demandée de 

N ;i aA - 5 « 3*» -h 4/- laz' -4- 48/' j. 
La question proposée est ainsi complètement résolue. 
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MÉMOIRE 

Sur la distribution des chisticités autour de chaque point d'un 
solide ou d un milieu de contexture quelconque^ particulière' 
ment lorsqu'il est cunorphe sans être isotrope; 

pak m. de SMNT-TENANT. 

Prêmlé à l'Académie det Srience» le i6 nut i863 [*]. 
PREMIER AllTICLB. 

%V. - Objet* 

1. Esepontion^ — L'élasticité d'un corps «rfide, ou rinteniité plus 
ou moîM grtnde de la résistance qu'il oppose à la continuation des 
dilatations ou déformalions supposées trcs^etitcs qu'on lui (ait subir 

fil divers sens à partir de sod rial dit naturel (où il n'y a encore au- 
cuiu> pression h sod iiitL-neur ni sur sa surface), dépend, eu chaque 
point, d'un ceriMO nombre de constantes ou de coe0icimts qu'on 
raisonnement péremptoire de- George Green a rédoit de trente^ix à 
i>iltg<e< un inégaux au plus, en montrant qu'il y a entre eux néces&ai- 
rpincnt quinze et; ntifés ; sans quoi l'on pourrait, observe-l-il, à l'aide 
d'un corps élastique dilaté ou déformé, puis ramené à sou premier 
état* créer de toutes pièces do travml mécanique, ou produire le mou- 
vement perpétuel sans consommation de moteur ni de chaleur [**]. 

['] Compiet rmdmt de$ aéaneaf t. LVI, p. fyfi. 

[**5 On Prn/))i galion if l.i^ht in crystallised Mrrtiii, i^lq ' Trtinsnrtinn^ nf the 
Cambridge Society , vot. VII, part II, p. Isa), ou Sur le Nombre de* ei^fficients inr- 
gûuje, «te,, Note miérée eux Com/tter muhu, i6 décembre 1861, t. LUI, p. 1 107. 
fojrez, «otti, n* S d-iprès» p. a65. 

ToM THI («• «Me). - àatn tVSi. 33 
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NoiudiMHii: k vingt et un au plus, caria plus simple considération 
des accroissements que les déformations doivent nécessairetiieiit faire 
subir aux actions nioléctilaires réciproques dont l'élasticité dépend, 
et qui dépendent elles-mêmes des dislances entre les molécules, ou 
plut&t, et nécessaireinaM, entre leurs points élémentaire», condtiit trèa* 
fiwilement (dernière note du n° 2 ci-aprës) à six autres égalités des 
mêmes coefficients H^'iix à deux, on à Irnr réduction à rjuin-f, cp que 
ne contredisent nullement les expériences convenablement interpré- 
tées. Mais connue ce point est encore controversé, nous en rendrons 
indépendants la plupart de nos calculs, dont planeurs conséquences 
seront, au reste, de nature à l'éclaircir et à le résoudre, nous le pen- 
sons, dans tni sens opposé ù l'opinioD qui s'est formée le plus généra- 
lement depuis peu à son sujet. 

Or, les grandeurs de ces coefficients dépendent des directions choi- 
sies dans le corps pour celles des coordonnées, ordinairement rec- 
tangles, entrant dans les formules qu'ils afTeclcut. Trois d'entre eux, 
en effet, dits d'élasticité directe, représentent U-s nombres par lesquels 
il faut multiplier les proportions des petites dilatations ou contrac- 
tions opérées dans ces directions, pour avoir les intensités des pressions 
ou tensions qu'elles dévd<^ppent, suivant leurs sens, à travers les 
plans qui leur sont normaux; et les dix-huit autres, appelés d'élasti» 
cité {auvent ivUc , lat thaïe, etc., ont des significations plus ou moins 
analogues, que les formules de composantes de pression ci-après foot 
ressortir. 

Qu'on change les axes coordonnés, les coefficients prennent des 
grandeurs différentes. 

Nous nous proposons principalement 

i" D'établir (après un préambule nécessaire où l'on tient compte 
d'éléments ordinairement omis dans la théorie de l'élasticité) des for- 
mules, ou plut6t une formule générale symbolique très-simple, servant 
à déterminer les divers coelBcients (i'élasticité pour un système non* 
veau d'axes i oordonnés x' , y, étant donnés les mêmes coefficient» 
pour un premier système d'axes x, r, z, et les angles des axes nou- 
veaux avec les anciens; formule donnant même plus généralement les 
coefficients de l'expresiion d'une composante oblique quelconque de 
pression. 
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a" De repri seiiter par une surface courbe la loi de variation des 
principaux de ces coefficients. 

3** De considérer en particulier le cas d'uae dietribution en quelque 
sorte ellipsoïdale des éiesticitcs directes; de montrer que ce ces doit 
être, an moins Irèï-approxitnalivement, celui crps .imorphes on 
à cristallisation confuse, ou des milieux occupés par iuu> iii;iiiére pri- 
mitivement isotrope qui e été comprimée ou dilatée inégalement eu 
différents sens, et de fiure voir que lorsqu'il a lieui les équations de Té- 
quilibre iniérienr sont aussi facilement intégrables que lorsqu'il y a 
osait" flaslicilé on tons vpiis. 

4" De déduire des formnk-s ainsi obtenues, ainsi que des équations 
de Téquilibre d'élasticité complétées en ce qui regarde les pressions 
antérieures mix dêpiaeemenU, des conséquences qui paraissent impor- 
t;uites, concernant certaines conditions, au nombre de quatorze, aux- 
quelles l'illustre Green a proposé d'asstijpllir les cot fTGcicnts dans la 
vue d'accommoder exactement les résultats de 1 analyse des vibrations 
Inmineuses avec rhypolhèse deFrpsoel relative à la direction qu'elles 
suivent, selon loi, jusque dans l'intérieur des milieux biréfringents; 
de montrer qu'il stiffîf , pour avoir la surface d'onde du physicien fran- 
çais, d'admettre dans le milieu éthéré le mode de dislribirtion des 
élasticités dont on vient de parler (3") et qui est extrêmement pro- 
bable; et de présenter à ce sujet des considérations pouvant intéresser 
l'avenir de la théorie de la lumière, connue elles int ér es se nt la solution 
d'un point litigieux de la théorie de l'élasticité. 

5" De faire voir que les coefficients ou modules d'élasticité, définis, a 
la manière de Young et de Ilavier, par les résistances à la traction de 
petits prismes extraits d'un corps dans diverses directions, se distri- 
buent aussi elIipsoTdalement dans le cas d'intégrabilitc ci-dessus, cas 
qui intéresse parliculiLTCinent la pratique, puisque ce sont des solides 
irrégulièrement cristallisés, mais non toujours isotropes, qui sont em- 
ployés généralement comme matériaux dans les constructions [*]. 



[*} Un réMiBw |iiaseMBplMettàl«fln,$VI eu m* 30. 



33. 



26o JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 



§ 11. — Formules tSvenes oà entrent tes coejficients dont i élasticité 
détend, — ÉtahUesemeni, de pbtsiemv montres, d'une partie 
souvent omise, oà figurent six constantes complémentaires, qui sont 
les comjmxantps des pressions pouvant exister antérieuremmt aux 

déplacements des points, 

2. Fbmudesdet composantes de pression^ et du potentiel des actions 
intérieures. — Lorsqu'un corps élastique est déjnrttip, cVst-à-dire 
dilaté, (léchî, etc., ou que ses parties sout déplacées les unes par rap- 
port aux ««très, mait de manière que les distances entre celles qui 
sont fort proches n'augmentent ou ne diminuent que dans de trés- 
fiûbles proportions, les trois côtés adjacents, supposés jiritnitivemenl 
parallèles à des coordonnées n clane;les or. y, z, d'un qiiplcnnque do 
ses éléments de forme parallélipipede, cli;uii:enl légèrcineut de ion- 
guair^ auaà d'iaeUnmson muOuUe. Àppciwu^, suivant une notation 
que nous avons souvent employée, et que Cauchj a lîni par adopter i 
peu de chose près, 

les tnÎÊ dilatations, ou les proportions supposées très-petites des aUon« 
gements poaiti£i ou négalifit de ces côtés de l'élément, et 

les trou gtissements, c*est<à-dire les cosinus» aussi très-petits ^ de leura 
an|^ {jTt »)» (2» x), (x, f) devenus un peu aigus, ou bien ce dont 
ces angles primitivement droits ont dimiiiué, ce qui revient Itien 
aux quantités dont les côtés opposés deux à deux, des trois faces adja- 
centes ont glissé lésons devant les autrps pour Tunité de leur distance. 

Soient, de plus, en nous servant d'une notation qui nous a été con> 
seilléepar Coriolis, et que Cauchy a aussi employée finalement (*), 

/'au ' -, Ptt . Pr* ~ Pv » = P" » Pv = Pr* 



[•] Comptes rtiitius, 'lo février i854, t. XXXVIU, p, 829. 
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composaotes, dans les (sens «, s» des pressions, ou plutôt des 
tensions ou tractions sur l'unité superficielle de trois faces jjerpendi- 
cul.iHos ( ces coordonnées, la première sous-lelire désignant la face- 
par sa normale, et la seconde le sens de décomposition, pressions qui 
ne sont autre chose que les résultantes des actions s'ezerçant à travers 
ces face*. Tout le monde admet que si les pressions ou tensions «mi 
l^néÊdtes seulemmt par tes déformations ('pivuvées y c'est-à-dire si, anté- 
rieiirern<M)f, le corps se trouvait dans l'état dit naturel, où aucune 
pression intérieun: ni extérieure ne s y exerçait, cas |>our lequel nous 
les distinguons par un indice supérieur i y ou par 

Pi^* flw» Pu* PjM' PU* P^^ 

ces six forces sont fonctions linéaires des six d^trmationê eZAne»' 
taim^sf *orte que si l'on désigne par 

des coefficients qui dépendent de la nature et de la contexture du 

corps, et qui sont consl.nits il tns tous ses points s'il est homogène [*], 
mais fonctions des coordonnées s'd est hétérogène, on a les formules 
suivantes : 



0) 
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•^x/fx cfx 


^xjxy gxri 



[*] Ou, plus cxactciiK-Dt, s'il jouit dt.' l'huino^fntitu ordinaire qu 'on peut appeler 
pamWh ou reedligne, qui fait place à une luiniogénéilé cmi^lltgne {m MmUpolaire, 
polaire, etc.) si l'on vient à cmirbcr en annc.iii, en tuyau ou tu sphère crcu&e une 
lame du corps |KM«édant cette honiogénéitc ordinaire que nous considérerons seule 
dmt w qui va «vivre, et qui «t culte dut eriauux ou m moîm du la plupart d'entre 
eux (vaj«s ONujMei nmiw, 31 uni i860, i. L, p. g3o). 
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qui sont généralement admises, dtsons^ious, mais par des raisons di* 
▼erses ; car beaucoup de géomètres les posent en quelque sorte à priori, 

rogardauf leur forme liiiôaire cotninc un»* conséquence obligée de la 
petitesse des six tmriahles ^, g, ou des déplncf'mcnls relatifs des points 
du corps; et d'aulres le.s déduisent, plus ratiuunellcment, des faits et 
de b grande loi physique qu'ils révèlent, en vertu de laquelle les ac- 
tions entre les points matérids sont fonctions continues de leurs 
distances mutuelles, <'l dirigées suivant leurs lignes de jont tion deux à 
deux, en sorte que toute {lilat;ili'>n <'t tout glissement trés-pehl, f|iii 
change extrêmement peu les dist^nce^i, développe des forces propor- 
tionnelles aux fmmières puitumces de leurs petits changements et par 
conséquent de ce glissement et de cette dilatation; raisonnement dont 
la traduction analytique complète trouvera sa place plus loin (a* note 
du n° 5). 

On sait aussi que si r«>n appelle 

«f w 

les projections sur les .r, jr^ z du déplacement, dans l'espace, du 

point dont .r, z étaient les coordonnées primitives, devenues ainsi 
X -\- Hy JK + ♦% s c*'!' projections sont très-petites pour les 

points de la petite portion de corps que l'on considéra, on a 



^/ = 5: ^ = ;â' 

(du dw '/« du c/i' 



(a) 



Mais nous serons dans le cas d'employer des expressions plus géoé* 
raies, pour lesquelles les déplacements absolus v, dans l'espace 
sont aussi grands qu'on vruf, rt les déphcrmenls, ni* inc i clafifs, de 
deux points du même corps à uue distance sensible 1 iiu de 1 autre, 
peuvent être considérables [*\, mats sont supposés Ids» toutefois, que 



(*] Ooomieil urive, par CMiB|ik, qatod an phne a mnilene fam» niiim dcai- 

iiii-w que li s ilciix hntits se toachent, ce qni pent avoir lieu sans lui faire perdre la 
faculté de revenir d'elle-méinc à son premier étal et sant qoe le* formules ccMent 
a'Aïc applicables à ta flexion (Gaa^f mkbu, m février 1^7, t. XXIT, p. 160) . 
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la conditimi énoncée de proportion trèft>petito des clMni^ments de 

distance entre pmnts très-proches soit remplie; cp qui revient à ce cjm- 
les dilatations et les glissements restent très-petits partout. Alors oii a 
pour ces quantités les expressions suivantes : 



(3) 



à» 



ï/ii' eiu du </» tie du- dtv 

1 j \- , 

dy dy dz dy dz dy ds 

du du du tbt d» il» 

S"*" Â Â S S <£r 35" a?* 

du du du du dv dv dw duv . ^ . 

for— + + ji^^grl J- 



[*] ËneiTet, si 



désignent les coordooDcet nouvdlet du point (x, /, 2) tuppuM.- plaeé & «a angle du 
IMnllélipipéde HàKuMtSiit éoot k» cAlés ndjanints pcioiitib tr i »p c t it» toiit x, j, < 
panUèlemcfit nii y* *i l'"" ■ 

dxt djTt dit 

pour les coordonoée» nouvelles «le la secootle extrémité du côté x, ce qui doonv : 
I* Pour It longocor aouvelle de œ oAté, 



d*oA 



•jf Pour les ousinii<i df^ angles qu'il fait nwintenanl aver l*^ awi fixes x, y, s. 



du 



(/j- dz 



dr du- 
djt dx 
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Il eat ^IcoMiit facile d« voir que n 

leprr.sfiito et- (|n'oii ;i|tpp|lc qiiclquftajs l'cnrr^ir pntrntieUe OU sim- 
plciiic'iit le potentiel des actiuiis inlérieiircs pour l'uiiitc de volume du 
corps au point (x, jr^ s), c'csUà-dire si 

«•xpriinp, pour l't^lémeiil duut ]<■ c«'ntr<" rst en ce point et dont \c> <ii- 
inonsions parallèles aux courdoiinées sont x, y, z, le travail total que 
ces actions intérieures produiraient jusqu'au retoar de J'élément à 
son état dit natur^ où il n'y avait, disons«noiu, aucune pression, et si 
nous désignons par 

la valeur de 4 dans le cas pour lequel nous appelons p*^^ pj^ etc., tes 
pressions p^y, etc., c'est-à-dire dans le cas où les déformations ^, g 
se comptent à partir de cet état naturel, l'augmentation d^* , due à des 
accroissements infiniment petits J^^,.. , (fg^,... de ces six déforma- 
tions élémentaires, a pour valeur 

l/l) d9*=p^,di^-i-p;,di,-i-pl,di,+ p;,dgy^-t.p^dg„+pi^dg^ [-j; 



l't dci exprMsions iii.ilogups pour la «oglei des deux aaim oAtte y* a avec let axci; 
d'aù, pour U cosiniisde l'angl* que ceax-ei font mainleMMcntieciiz, 

itii itn ilv fil- fliv du- 

dj dt dy dz dr ds, 

Ct'N L-xiircssious, vrait-s quelles que soient les grandeurs de «, ainsi que de 
CI de w rédintent, lonqne cet «[oatrp demiém qnantîlés Mat trè»felilc», 

:i ):i prrmirrc t-t à 1.1 (|iialrit-nie des expri-uions (3), rorantC OD s'Cft amuc en éle?Bnl 

au rai rc l < l l'ii niiillipli.mt -^^^ par 'i \ (i -f-^.V 

[*J Ciir les actions ioierieures font a chaque instant équilibre aux presMuns 
mr la» «a fton de rAénent, et le nwail des Haeiest^l,aungDeprètj antea- 
vail des autre*; or, poar one aognenlalioa Ht de la dilatatîm d« par eiemplel les 
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ce qui montre que 1« potniiel on travail ^',.néce8sairaiientle même, 
quand la quantité de chaleur ou de force viTe vibratoire ne varie pas, 
pour d'égales valeurs de 

djri S/s* Sn> 8v* 

ou qui est ainsi une fonction de ces six variables, a pour dAMes par- 
tùÛu, par roj^mt à eheuMM, let six eon^totaian nspeciâ/e* de près- 
shn 

pL> pU* pU* Pi,* pU p^- 

Dou 

iO, digéiy rfî,*"*' d^^ ditdg^"^ dim* * ' 

ce qui donac la raison dea quinze égalités deux à deux suivantes entre 
les coefficients a, reconnues pr Green comme découlant bien (n" 1) du 
principe de la nulltlé du travail total après retour an même étal : 

( etc. etc. au nombre de 1 5, 

et qui reviennent à ce qu'on peut faire permuter le premier gmupe 
de deux indices ou sous-leitres avec le second groupe sans ctuinger 
la valeur d'un coefficient. 



émx boM «7 te soal éloigoé» <le %di„ «i les p w M i o n » pi».tj <|mi dj amnt pro- 
diriHnt ua invtil 

OU P't^t par ubite de volume. Et ti, l'uoe des deuic iaccs xj rcst«nt immobilt:, le ^li»- 
■MBoit gn Tient à «ngiiieiiler dt d^ rwitiv &ee xj dieniiiie de srfgia dene le acm 
et le eMtpoisnie tui(piitic1lc^!j..xy de ottes eens-iModidt «n ttavaîl 

et ooatne aucnn apeoe n'a iXt pemara den le lens z per let bee* ipd oat «a 

même temps toiimi- tm pi ii niiK^ir Av\ iirrtfs v, i! y .1, pnr iitiiti' tir volume, un tra- 
vail piffi^ui travail qui aérait le inciue au total, comme il est facile de voir, si les deux 
Ikee Vf épnraraieat el1c»4nénMB de petits «oirveaMOli qtukonqocs. Aiarf m troaveot 
juMUléft les divers termes de r«picwiin (4) {yv* l'obMiveliao à h fln da n* 3).) 

roeMVlll(a*staa).-Aanri«0. 34 . 
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Il «n rénits «won IVspmikm niivtDte <àvk poMotiel, UNijMrs 
quand les preMdCNM^Aon l'état <fiii a précédé let déferoMlioiMi i, f, 
étaient nuUes : 

■+- ^rr.-:t\?z^-^ ««^^îgxr 

car cette expression pst nulle pour les ?, g tous nuls, et elle satiafail 
bien, d'après les formules (1), à l'équation (4)t qui donoe 

Elle est, comme on voit, homogène et da second d^jrè, par consé- 
quent à vingt et un tennet alfectés des six oanés et des qoîoze produits 

de SCS six variables. 

Green la pose de prime abord, en supposant que La Jonction 4>' thit 
se divdoppernicetsairvnmt nâsmU les piuaanees etûières des variâ- 
mes if g, dont il néglige les piussances 3 et au-dessus, et dont il efface 

les puissances i, qui ne doivent figurer que lorsqu'il y a des pressions 
antérieures aux déformations. Nous avons préféré la déduire des ex- 
pressions (i) des composantes de pression, en supposant déjà démon- 
trée la feme linéaire de oelle»^; et elle ae démonlre complAtsoMat, 
comme on verra au n* Sy en calonlaDt le tnTail des actioM B*«iierçant 
dn molécnif :i molécule. 
Elle revieut, au reste, d'après les expressions (i), à la suivante : 

qui est bien ainsi Tiolégnle qu'on obtient de reipranion (4) de 
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en supponnt que les |>r«Mioi» pw-t p^y ont crû uniforméaieot 

depuis zéro jusqu'aux valeurs qu'elles possèdent lorsque Its dihitalions 
et glissements ont atteint leurs valeurs Dj.. g^; loi décroissance 
qu'où peut toujours admettre eu négligeant des petites quautités 
d'ordre nipérieor. Et oetle «nfiression (7), difiîireDiiée sacoeMÎvemeDt 
par rapport à i„ ify—t g^» donne bienf»]^, Pxy>'"f Pl^ ** ^ ^S*^ 
à leurs valeurs (1). 

Les Hx égalités complémentaires entre les ooafficieats a, dont nous 
avons parlé au n" !, et qui sont fournies comme les quinze égalités (5) 
lorsqu'oQ calcub les pressions comme des réitultautes d'actious s' exer- 
çât entre les moléonles, ou plutôt entre lews ptanis compossolSf sni> 
vsttt les lignes de jonction deux k deux de eeux-d, et «vec des inten> 
si tés fonctions continues de leurs distances, sont les suivantes : 

permettant, conraie on voit, île ftire permuter à volonté mémeum des 
deux premières sous-lettres avecxoiedes deux dernières ; en sorte qu'en 
les admettant, -nnsi qiie les quinze égalités (5), il a égalité entre It's 
divers coejjicients jM>ssâiant les mêmes quatre sous-ietires, quel que soil 
tordre de adkS'ci (car, dans tous les ca&, la permutation des deux 
sous^lettres, soit dans le premier, soit dans le second groupe binaire, 
est permte, puisque g,, est k même chose que g^ et qu'il est démon- 
tré, comme on sait, quo /»,. = p,, ). 

Ces six égalités réduisent les coefficients a quinze ])Oiir le cas le 
plus général de contexture, et à un seul |^>uur la coutexlure isotrope, 
tandis qu'il en reste deux pour cette dernière contexture lorsqu'on 
eu conserve ai comme lorsqu'on en conserve 3d inégaux pour le cas 
le plus général. 

Ces mêmes éj^alités i nmplémentaires f 8), ou ces réductions des coeffi- 
cients à i5 pour le cas général et à un seul pour l'isotropie, se sont 
offertes aux géomètres dès l'établissemeot des premières fivmules de 
la théorie de l'él^lcité. Elles n'exigent nullement, pour être prouvées» 
ces « intégrations autour d'un point » que Navienj Fotason, etc., opé- 

34.. 
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raient par coordoonées polaires ou aphériqnes [*], ni même la comi- 

deration de ces aommea § (n" 3 diaprés) d*un nombre considérable^ 

mais fini, de composantes d'actions moléculaires dont la construction 
demande quelquefois qu'on substitue certaines actions à d'autres équi- 
valentes [**J, car on peut li s ]ii rj;i\ r sans cela, et en raisonnant sur les 
actions eflèctivenent < >i jt a 



[*]M. OÊMAmlUeèêrdie FerOiidamngm..., Sur les cbangcmenu, etc., ^««aibf <it 

PoggeHdorJf, vol.LXXVl, ji. 581 a d'ailleurs très-hien jtistifir rrs inl('j;rnti<>ns «'ii m tnn- 
difiant le sens, à savoir, eo prenant pour limite inférieure du la coordonnée linéaire, 
noa |iM tfro, ooaune t'il t'aginnt «Tan* oMtièf* tMtbmt qui n'aille pu, auk l'in- 
tervalle moyen entre les molécules le» plus voisines, < t en n-garilani !'iri(r_;r.il.- <-<>tiitii<- 
rempla^nt ooo pas uoe somme pardcnlière relative aux diverses molecules qui en en- 
viimaent une leule, tuât b moyenne d'un tris g ra nii nombre de pereilkt laaiaa. 

[**] Cette anbilitutienylrfcs-permiae mai* pouvant prêter à oLjeoiion , d'adinnscflianant 
tonten du centre d'nne pelile face aux actions dont les directions la traversent en ses 
divers points, n'a besoin d'être faite (2* note du n" S) que |K>ur le calcul pres- 
lioMk BOe n*«t nolkmait ntemùre (4* ^ note du n* 4 ) quand on établit di- 
fectemcnt, soit l'expression dn potentiel, soit les équations ilVquilibrc. 

[***] Il lufGl pour cela de démontrer que ai n désigne la direction de la normale à 
rnndet Irais plans coordonnas on mène à une faee quekontpie, les coefficieDls de 9, 
ctde par exee^plei dans Tcxpression de la composante /',^, |>aralièlc aux x, de lu 
prcnninn anr cette taett sont les mêmes rc${iertivcnient que les coefl&cients de g,^, de 
gia dans l'eapression de la composante de h même pression parallèiement aux jr, 
ou qu'on a, avec nos notalknsp 

*» jr.r/ ~ ••j iff » j» ^ MM ' 

Or, pour avoir h prendre de ces deaz ^alités, il suffit de considérer ; i* Qu'une di* 
latation n'est autre chose qu'une déformation <[ui éloigne les uns des autres les plan^ 
matériels peq)endiculaircs à la coordonnée jr de quantités égales à leurs intervalles 
multipliés par la petite fraction ; qu'elle allonge en conséquence la distance r de 
deux poinis matériels m, m' supposés situés de part et d'antre de la petite fiwe, comme 
si, le premier m restant fi\ç. If s,f<-i)nd m' cheminait, parallèlement aux v, ilr 
^^.rcus^r, jr). 2." Qu'un glissement ^ n'est autje chose qu'une deformation laisaut 
gUawr les nos devant les antras, dans le sens y, les plans perpendieulaiins aux de 
quantités égales i leurs inlervallrs nrjiliplics par In j)ctile fr irtirin f;,,, en sorte «|u'il 
allonge la même distance r — mm comme si, m restant Uxe, m' cheminait parallèle- 
ment aux jr de g^rcee(r,«). 3*<^oea petits cbeninemenls de ai', de mène dine« 
tien tous deux, étant l'as et l'autre pngelés sur aae même figae» savoir atm' pmlo»» 
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Ce n*est pis ici le lieu de moiitrer,coiiune nous mtoim dé|ik fait et comme 
nous ferons encore ailleurs avec détail [*],que les désaccords apparents 
'■litre !»'s résultats des formules et ceux di- diverses expi rieiices dispa- 
raissent, soit en (lis<;utant soigneusement celles-ci, soit en attribuant aux 
corps métalliques ou vitreux sur lesquels elles ont porté un petit degré 
dliétérotropie ou d*hétérogénéitt inèniment probtdble. Ce n*est pas non 
plus le moment de faire observer que les formules (1), et d^autres de 
même forme, ne doivent être appliquées ni niix corps ductiles se 
comportant « d'une manière intermédiaire », comme ont dit quelques 
auteurs, « entre les solides et les liquides », ni aux corps mous et élas« 
tiques d'une nature gommeuse; de rappeler aux géomètres que toute 
fonction n'est pas développable suivant les puissances entières de ses 
variables en commençant par la puissance i , et qu'on n'est nullement en 
droit cle conclure de la petitesse de celles-ci l;i linéarité Ai^ celle-là; en 
sorte que la forme lloéalredes expressions [ 1 ) de p^^^.. . , que nous 
admettons comme tout le monde, ne peut être démontrée, dans notre 
intime conviction, qu'en invoquant là loi physique des actions réci- 



gee, iJuoaeDt deux alloogemeDls de ia disUitcv mm' = r (|ui m>iu cn\rv eux cuiiiiiil- 
ily «m{/%>) à (^cm(r,^); qne Ictactiooi 4Bval<i{ipéM«iilfe cet points matériels dam 

la ^iin rtii ri mm' siiivriu le inrinc rapport, en snrtc <]iir rîi rornpcisi cs, lu première sui- 
vant les X [comme faiunt partie de/>.^], la deuxième suivant les / (coRinic faisant 
partie de /;.,), elles doanenl des cmnpoaanie» proportioniiellei à 9^ coa (r, >-) a» (r, j- ) 
et à g^cos (r, cm (r, j') «t par conséquent à et k g^. D'où il mit que p„ a le 
mémo rapport aver y si cett»" dilal.itinri rn^i mire spiile la pression, que avi-r 
si elle n'est engentlrcu que par ce gli^!>emvnt ; ce qui n'est autre chose que la prctuière 
•«■Ml* a,,,^ ssa,, ^. L'antre» a.^^. = a., „ , ae prouva par «a niioiiiiencnt aem- 
biabic, aussi simple et aussi exempt de toute demande autre que celle de t'admissioti 
de la loi des actions cauv les points inatériels du corps, sans ménw s'occoper de la 
qnetfioa d^ avoir d tear amliére est disooaliniie ou «ntiane. O'eè tea ab égalités ( 8 j 
cl m<Be les qdaw (5), en pankiibiriwni h dinMloa n et diangesM cniie elks les 
coordonnées» 

Déjik l'on trouve an Mëmoiie Lawt ^mmUdtj de M. Rankine {Cambndse ami 
Dublin VatAcmatiailJourHaitftLYf au Cûmbr., volIX, i85o, S III, théorème IV) 
cette lorie de raisonnement que nous avions cru préseoler le premier à l'article ; de 
notre lUumbv de i855 sur la Flexion des prismes [Journal de AI. LiouviUc, t85ti, 
p. toS). 

['] PrincipalenMil an V* appcndire d'une ooavdleédition des XcfwwdeHsvier. 
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proquw eolre points matériels suivant leurs lignes de jonction et pto^ 
portiotinelletiient à des fonctions de Iciii-s distances, loi dont l'invoca- 
tion coudiiit mathéraatiquetaeiit aux six égalités complémentaires (8), 
et doQt QD ne saurait, du reste, s'anrauciiir sans mettre en doute toute 
la mécaakiiie m^ne mathématique; car cette science aUviboe à tonte 
force un point d'application, et, par suite, en vertu de régaiité et de 
l'opposition directe qu'elle admet entre toute action et une réaction 
correspondaute, attribue nécessairement aussi à toute force élémentaire 
un point dont elle émane, eu s'exerçant suivant la droite qui le joint â 
celui où elle igit; enfin, de remarquer que fiUre inégaux, dans 
les formulesi dct nombres dont les plus fortes raisoni prouraok Té- 
galité, loin d'être un acte de prudente abstention, expose, au con- 
traire, par l'exagération commode du nombre des constantes dispo- 
niblw, à se contenter d'expédioiti dam rinterprétatîou des faits et k 
se payer d'explications frciles et illuamrM) dctnt le moindre inconvé> 
nient est d'arrêter des recherches plus profondes et plus délicates, et 
d'ajourner indéfiniment la découverte expérimentale des explicadons 
véritables. 

Nous nous bornons donc ici à faire nos réserves, et ai nous laissons 
le phis souvent dans nos formules les vingt et un coefficients in^auz, 

afin de montrer que la plupart de nos résultats sont indépendants des 

six égalités (8) contestées niijoiinriiiii par jjlusieurs savants, nous ne 
négligerons pas de développer quelques résultats de leur admission, et 
qui nous paraissent de nature à être appliqués utilement et sûrement. 

3. Termes à ajouter aux Jormules {t ) et (6) quand il y avait des 
pressions antérieurement aujc déjormatious i», g du corps élastique 
ou aux d^placemett/s UyVfW tie ses points { ou quand les domina- 
tions te comptent à partir ft un état qid n'était pas l'état utUurd. 
— Ces pressions intérieures primitives, dont il convient de tenir 
compte, sont dues, on a des pressions extérieures s'exerçant sur la 
surface, comme la pression atmosphérique, ou à des forces telles que 
la pesanteur agissant déjîi sur tous les points du corps dans Télat dont 
on part. 

Quand elles existent, il ne suffit pas, pour avoir le potentiels, d'à» 
jouter la valeur qu'il pouvait avoir dans cet état primitif, et que nous 
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appellerons 

à cdle que noa% Avom nommée et exprimée par un polyndtte (6) 

^««r«r>« + ^* en fonctian dei déplacements g; car les pressions 

primilïvea tntMâkiU pendant que ces déformaiions s'opèrent, ou que 
les fiices de Télément parall^ipipède considéré au numéro précédent 
s*éloifnent les unes des autres ou glissent les unes devant les autres. 
Si nous appelons 

p!Lf P^* Pl*P^* Pl* Pl^ 

les six composantes de ces pressions sur l'unité superficielle de trois 
fiices se croisant au point [^ifj s) perpendiculairement aux coordon- 
nées, ou les valeurs de P^y antt ricuremeni aux déplacements, 

on trouve, en faisant sur leur travail total le même raisrmnempnt qui a 
conduit à l'expression (4) = p^^di^ 4- etc., du travail élémentaire 
des p* : 

i^<l>* Kprémisnt UK^avr» It poljnAme à vingt et tto termes 

(6) ^ i'xj X* -»-••• + f X, cV ' 

La partie de cette espreision entre*" et 4>' est douhie, sauf les pfi 
au lieu des p', de l'expression (7) de <!>' ; cela vient de ce que les 
pressions primitives p'^^, etc., avaient déjà acquis toute leur valeur au 
commeacemcnt des dilatations et des glissements, et restent constantes 
pendant que ces mouvements s'opèrent, au lieu de commencer par 
léro comme les pressions engendrées p], , etc. 

Les pressions . . ., après les déformations 3 , g ou les dépla- 
cements «, V, w ne résultent pas non plus d'une addition pure et sim- 
ple des pressions primitives et de celles p* qu'on aurait si celles-ci 
étaient nulles, car leur existence influe sur l'effet ultérieuf de ces dé- 
placements. Même, cette influence ne dépend pas seulement des 
tatiom et gUssêounts g ou des fonctions (a) ou (3) des dérivées 
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tx" ^ ' " déplacements. Il finit, pour Vénlmt, faire entrer dans 

le ctUeui cet ntuf dérMes ettet-mênes. On le conçoit lans ptme en 
considérant que dans le cas simple où par exemple les déplacements 

ne produisent qn une rntntion générale qui n'altère en rien les dis- 
tances iiuituellcs (les molécules et n'engendre ainsi ni dilalalion^, ni 
glissement g, de pareils déplacements changent toujours, dans l'inté- 
rieur du corps, ou par rapport i ses moléeufes, les situations de trois 
plans perpendiculaires aux coordonnées passant par un point quel. 

conque, en sorte que les pressions sur ces plans de direction fixe à.mn 
l'espace doivent prendre d'autres grajideurs, si elles n'étaient pas pri- 
mitivement égales eu tous sens autour de chaque point. 

Voici les formules complètes que l'on trouve pour les sis oonipo- 
santés de pression après les déplacements u, v, w supposés trè»>pelits, 



(m) 



' ,, I du do rfii- i (I du „ lin , 

. / du d0 tUv\ „ «/o » éif t 

P'y'=P%'['-'1^^7p--^)-*-*Pr.T>-^'PtrX-*'P*r* 

It / dt> dif\ ,, (■/«' „ dw 

^' - Si - ;^ a] ^'Z'^.^: 

P»^Pr, ( ' - ^) /'"^ W^P'^^ Jz-^Pld^r-*- d^-^PU^ 
„ / dc\ du „ dw „ dtv _ du 

/ ilii lU '. du . 



liu [ihi <lf ', du 



formules pouvant être réduites i P*m= pIm"^ Pimt Prr— quand 

les pressions rtutérieurcs aux déplacements «, »», w sont au plus de 
l'ordre de graiuleur des mais noti pas lorsque celles-là excèdent 
beaucoup celles-ci, comme cela |;eut avoir heu pour le milieu éthéré 
dont nous aurons à nous occuper an $ IV. 
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On peut^ arriver, comme Canchy à qui elles sont dues [*], en se 
basant sur la loi des actions entre points matériels [**]. 

Mais les mêmes formules si^nt^raîes (10) peuvent cire obtenues sans 
calculer ainsi les ;trti()iis IVuk lions ronlinnrs des distances molécu- 
laires mutuelles, si Ton applique ù la uiantcre de Lagrange le principe 
des travaux virtuels en se servant de l'expression (9) du potentiel, 
basée eUe*niéine sur les fbrmntes (1) des pressions p*^^ etc., dont il 



[**\ Ra cAet on peut voir d'abord (coanw «o a noatré aux Compiei raubu, 7 jail> 

let 1845, 1. XXI, p. 24) qtie la pression sur une petite face, ou la ri-^ii!t:i!nc j^rnrrjlc 
des actions molecubii-es qui s'exercent doiu tuutcs le» dircctiuiis à iiaver» m supcr- 
fide w, pent êtr» remplaçât par le féndlaïae meHoiu qm'axatenltp sur ekaqut 

molccute m lituèe d'un di-s deux cAtrs de son plrin, un /uireil nombre de HMUeSf MM> 
centrétt au centre M de w, et ègalft, pour chaque molecule /», à la amtu dm ^yUlldrt 
nbU^me t»ilU dam la maHire du tM eppoié, ayant w pour iaUf et de* aréei égalée 
et parallèle t à l/i f-'/yir il< jmclion M/w A'.' rrntrr M à cette molécule m; car ip cy» 
lindre cootient évidemment toutes les molecules, situées de toa côté, qui agi»»eat tor 
des molécnlcs titaées dn cAté opposé de la boe à des diitaiwes égain et paralltici à H m ; 
en sorte que l'une des deux rcsullanlet comprend le même nombre total d'actions de 
iiuiiies directions etiotcositcs que TaQtra multanle, et elles sont égales. U «n résulte 
i)iic û Ton suppow la làce o> perpeodicnlaîre aux et si Ton désigne par 

r la dislance Mm du centre M de la face ù l'une quelconque des niotccuics envî- 

^ § aoe somne ictathre aux dirtance» r de celle» d*ua c6li de la fine, oa § la 

manie rablive aax daianeet de toutes cdies des deux «Aiéi: 
X, 7, a let projeelioDt de r nir les jk, j, si 

/r l'action mutuelle de deux molécules par unité de leurs masies, à une distance 
ayant la grandeur et la direction de r, celle aclioo cUnt supposée devenir 
imeaiible quand r détient MMflMa; 

f la deadié» ea torte qiM p.MX cet la OMiie dnqrllndiv obliqae; pwx. attest 
raetioB, sur m, de eetle naaae coaccniiée en H; et fmx.aifr*^ ^.aifr. ^ 
août lea eotnpmanlea de cette acdoa anivaat ka « et anivaat let jr ; 



1 on a, pour l'état pniuitif da corps, en divisant par •> afin de rapporter les pressions a 
l'anilé auparSeiello, la prenalére et la deniière des expueaiiaB» ndTaBles, doat Wk 

TpaMVDI(a*séri*}.-AMTiM3. 35 
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fiiutsoppoMT alors <|De la forme lîn^ire coit d^à établie, et en ayant 



aiiires «e pmnTent de même, 

U=iS'7^'- '■«-iS-^y- 
i'i-îS-?'* "L-SS--?- ';-5S-4'«T- 

Actuellrtncnt, si, par luile in dé|»laofin«DU r)irouvt!S par l«s points, on uippow 
que: 

j, » , J, coordonni^s lie M, «leviviiiient X «, > •', î-*-ii-; 

jt+ Xj^+y, Ï-+- », coordonnait de m, deviennent x4-«-f-x-t-A«, >-f-«'-<-T-4-Ar, 
s -I- w 4- a a iv, les â dcsigiiaiit les excè» d(« qnwBlNvt ivto- 
lives à M Mr les quanlilés de même nom rrisUm k M; 

Pi r devienneBt f,t r,\ 

l'on a, DMr l'éiat i 



Or, cnae bamant à écruc les pramtres poiasanoes de qualités Irâa^tiles, on a 

r 
ir 

r, — r= ^ 4* ^ a» 4- ~ aie, MmmacBpciqlcaiioHaB A«, air, A(v Mir r, 

(/u </« f/a «A" 'Al' 

SahitituMit dans 

elfeemattt le» maldplkMioas» Maant passer bon des a%MS § les dèrivêas de «, v, 
qui lODt les arfmes pour me portion i m pe r c e ptible dn eerp», et dont les «arr<s«t pro- 
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soin (le tneiire, comme Green {'], dans les six termes de Texpres- 
sion V)! ,!<• (^ ifllctés.des pressions primitives/»!^,..., f»JJ,, ... les va- 
leurs complètes { i) 

des (Iilatation.s et glissements J,, . . g^., . . ., afin de ne négliger que des 
produits du troisième ordre dans ces six termes comme dans les vingt 
et un venant de où Ton pent se contenter de substituer les expres- 
sions réduites ( a } M ^-(- des 2 et g} ^ si, ensuite, l'on 

tire tes valeurs des compu&mtcs de pression des conditions définies à 
satisfaire à ta surface limite ou enveloppe du corps ou de la portion 
de corps que Ton considère [**]. 



duils peovent être elîacés; enfin biaaiu le» quime fxpraMioM 

.4' 

»S "^Ijir f** *" = M ««^ oa oa etc., 

l'on obtieni liiea, eu égard aux vaknis fnéoédentçs (■ i) de />j^. . . , p]^, «inai qu'snx 
rspreisiOBS (i) que nous avons appelées p[,, . . , p^^ m j admettant les cgaltics (5) 

et (8) entre leurs coelHcienls, Ton obiient, tiis-jr, 1rs formules complètes (lo) qui 
sont à prendra pour les cotnpoatDirs de preuion p„, ■ ■ ., p,j i{uand il y • des près- 
lioiM «iiiérie n reineat mx déplanmenls. 

[*] On the Pmpagation of Light in erytMIM M«lBm {TnuumeUaitâ ^ ti« Cam- 

btiffgr Sfitit t> , vol. VII, p. i^O-isG;. 

[ " ] En effet, i claot, comme d»oi lu AIccauiqac analytique, la caractéristique de* 
variations, h* projections, snr les «ses des jk, f, z, de l'cspaoe infiniment petit qnel* 

l'iinijut' (|UL' l'Dti fait parcourir virliifllement ù un [mint ilunt les ronrdfmnres .r, i , ." 
sont devinues j-, = .r -i- u, j, -H''. = s -t- ont pour grandeurs «îx,, oj„ 
it, qui font la nènae choie que Su, ir, i w puisque les coordonnée* primMves x, y, z 
n*ont pas de vsHeliofis; i-n sorti' que comme t^, variation du ixttenlii-l, est le travail 
dos forci s inlérîettres par unité de volume d'un élément tLtdjrtU, à \,Y, Z sont les 
compoMntcssuivint x, y, s des fcirrcs exiérienres agiannt It la manière de ta pcarn- 
tenr sur la même unité, et si 



déiîgne la preuion extérieure sur un élément quelconque liu de la surfacc-cnveloppr, 

35.. 
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La formule complète (9) du potentiel, avec les etpressioDS du ee> 



que nous a]>pelons U, du corps ou de la poriioii de corps que nous consiili i nns, nous 
avons, pour tout ce corp» ou celle portion, l'équaiioa d'équilibre ou de nullité du tra* 
Tait virtuel total : 

1J jjfdxtfyth (Xin + Y^o -«- liw) H- 

Mettant pour 4> sa valeur (9) en u, », w, comme nous venom de dire, en coniervant 

dans tous les termes Us priKiriits du ^rronrl nrdn- de Ipurs dérivées, piii<i (.•ff-Ttir nit \» 
difTerenlialion par d et changeant let, od en rf<î, \tt% termes en Su, qu'il suffit de conside- 

rer seuls parce qu'il Mra ftdle d'en dêduiie p«ruulo|ie In tamiM en 9*, 9w, foumb- 
sent, dans le Mcond membre de ceUe équation ( 1 3) «a %Mfd aux Talenn (1) de» 

l /// ['•- (, ■ * s) ^-^t- "i - ^' "' 

Avant drintégicr par parties deamoUfa à détacber trait tniégi^ à ne 

eonaerver totn ka lignes ^ qae f « mm diffiSiealié^ il bat ranarqiwr, avee H. Cbark» 
Neomann, de Balle, qui a donné nne aoal7«e de «e genre pour le cas particulier de 

l'isolropie [7,Hr Théorie dcr F.tiisllcitiU, au Journal <lf Cnllv, LVII* caUer, 1860, 
p. aâi), qu'il convient de faire <-cs iiite|j:i aliens pour le nouveau volume 



m 



qu'occupe le t»rps d^is les dqplaoemenia, et changer par conséquent, au omia» 
dans les fkdeurs bon d« tiols eroebets, les variables «,7, z dans x,, y., priica à 
leur tour comme indépendantes. Cda adgt qu'on remplace : 

I* ilci^A par dk,((ri<bi multiplié par un déterminant seatinAme ^ — 

(Lacaoïx, CÊUaUdfffikmitêlf t. H, p. 907, n* 53i} qui n'est auM ehcae que le lap* 



^ i^ . ., i.y Google 
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«ond degré (3) à b place de» .. . dans I» teziioôine cp p% 



port du vofaine wdn aa volmw noofaan d'aa mimeAnneBi, et qu'on peut rédiiiic 
î MMi prmier I 



'""irj V «fr^/ V «0^1 
va que Ions les autres it-mips sont du deuxième et du troisième ordre en u, a-. 
^à9u dim djt, di» t/^, c/^it dz,_d3u / du\ dSa tiv tiiu du- 

; dim dim du dtu / </r . d9m de» 

<:t de même i 

y </9ii rfaii «lu . «fr / </n'\ 



Pakuit celle •ubtlituliaa et eiTectuant les multipHcttiam «Iw poIjoAmes enU« crochets 
. _ - du df dw du , ^ , du d* dur 

d* dx dx djr *^ dx, djr, dt, 

qu on peut remplacer par i — — ~ puisqu 00 DegMBB 1*» qnantiia dtt Se- 
cern il ordre en a, v, w, l'expression (i4 ) devient 



en faisant 



, / du dv dw\ ^ I du , , du ■ 

» ^''x/ i ' - ,77 j + di ^^ud^^ i'r*Tz ^'-«^-^Pi' 

Intégrant par parties et désignant par les accents ' et " les valeurs de A, <iu R, ou C, 
et <U ^K, relative» aux deux points où l'enveloppe du corps est traversée par des 
draiM» nqieelivenBeat purallèln aux «» aaz j', aax * aarvut d'am tmt parallelipi- 
pèdca traoqaét ialbiiMnt dâiét dont h» NctioM diwlea «ont «^l'bi, dSi, dit» dx, ^, , 
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pent, an reste, être obteoue directement et faciiement, en aduettaot la 



elle te cbange es 

J t ( d*U rl'l, \ , f d'H d'U \ , I ,P,' \ ' ^ 

: ( df, ds, 

Le» trois intégrales doubles |K-uTcnt, par une transformation facile et d'ailleurs bien 
connu* (TiâOMirOI» Mécanique annhiique, I, vu, n" 3o, ou Lask, leçons sur l 'Étasti- 

rr'r, § 'f>, p , ("''rp mnpl.u crs par di s inti';;r.il('s siinpli s rolativrs ItMiti- la <.iirf:i<» 
i-iivi-luppe, en sorte que hi it ilesi(>ae la iioriiialt' cicvc-e extehcurcincnt à ct-tte Mirl.iK-, 

les trois pieaiier» termes de rexp ww i n n (i5) peuvent éne écrit* 

J //iicos(/r, Af« + Ç dact»{n, x)B3a -i- J'dilcoi[a, t]CiH. 

Il CD résulte, ea cooiparant avec la partie du J dm de lequalion (i3) affectée de g « . 
■ CM ( x) s= A cot (n, «) -f- B cot ( n, 7 ) C ro* (n, s). 

Or la pmtion mda sur la face d n étant, comme on sail, en vertu du tbaorène qu'on 
déduit de réi]mlibre du tétraèdre clementaire {et qui powmit être dédoit de conridé- 
rallions roimnc cfllcs-ci*, résultante de celles que supportent ses tcnis projections 
i/Ucos(n, Jc)f du ros(n, /], i/a cas (o, s) sur des plans très-voisins, pcriKiidiculaires 
aux je, /, s, l'on a, en décompotanl tout ponlUlenent anx «, 



o COS ;o, j) =/j„cos (n, -rj-ic-p,) cos , II,/) -t-/J„eos(n, «}; 

cet deux expressions de eico9(v»«) devant être égale» qtieit que wieat let angles 

("i 'M»!^). (n, s), on a 

p„=sA, />|^=B, pu—Cy 
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loi des actioBft moléeulairts, nms paiter par iVtnUÎMeincnt des fbr> 



c'est-à-dire l«s expressions (luj (|ui st: truuvcnl, ainsi, aiilix-iiic-iit dcinuntri-i's, (-oiunu- nu 
le le propotait, qae par le etkal des actiocH moléculaim. 
Il est bon diobiemr que «i l'on a*«v«ii pas eliaiigé, oonme li. Kennaim, dam 



///' 



dxdjr^*, les wî«lilei jr,^, i poor celln«i» ji'uSi, on trnnAmii Pexpn«> 

sion (lij* rn Tcxpri vsion (i5), on aurait Irniivr l'ri^Mlili' drs (|ii;i(lririùiiii's.i'nlrc rix>rhett 
de l'exprassioD ('4} ^ 'ruis certaines forces, que lums pouvons appeler P<»<| Pyn 
«ompoiaales snhraM c des pressions, non pas «ir let faew d'une niperficie s t et ac- 
tuellement perpendiculaires aux axes coordonnés, mais s«ir des faces logèremenl 
obliques qui ont eu primitivement oc« dif«clioos ct cette grandenr, changée mainie- 

BUt, en nison des troi« dilataliom ^« ^> ^ «Se lean dlmuions, dans leagnii- 

éfom mpcctÏTes suivanlet 

-^^-)('-^^J' 

On nrn'vp inisjMnrs iiiAme résultat pour p,„ />,^, en transfmiiianl P,",, P, 
P^, conitne u lait Poisson (aux pages 47*^^ Mémoire mun' an -io' caliier dn 

Joumat df t'Éeote Pofyt»tkml^iu)\ e*e*t-à*dire en renaïqwuit que li J^tj/*, s' dMÎ> 
^ncnt les directions «les intersections de ces Irnis facrs deux à deux, et si l'on écrit, 
pour abréger, c^, pour cos (x*, x) et ainsi de» autres, l'on a (4* note du n" S j 









«■»'*= 1, 






du 








V/ = « • 


c,'i — -J-; 


dm 


dv 











d'oik facileaient, x", s" étant le* directions des nornMjes aux uiàme» Iroia faces» 
«*cst>ib«dire x' «Uni perpendienJaife à j' et s*. /' à i^, s* à ^ et y, 

1^ dm 
dw dm 
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mulm fies pmrions, si Tod opère comme ont depuis Nsvier, qui 

a ouvert cette voie, M. Haugbtoii [*] et M. Ch. Heumann (Mémoire 
cité) en généralisant leur analyse [**J. 



et, pur «aile, en pf^jstsnt èhaenne de on trou iaee» UgbcneDt obliques sur les fin» 
coordonnes rcctangolsim/Si •»! ^ st invoqasilt, conoie lout à llMaiv» l'c«inilibiv 

(lu teiraôdrt' 

[ ihv\ j till \ j <lv »/A 

( du \ ( tt>> \ I tfiv ttu.' \ 

Un igÛMH cet apranons n« irais poIjoAms oïlfo crodiels de l*«xpi«smM (i4)t et 
divisant par les hctem liioàiDes ^ ' ^ * ^*-* '** membres des équations qui 
en risollent» on tire immédiatement 

PëMt Ptx = le» trois polynômes A, B, C, 

im trois des cxpn-ssions à «Ii'monirrr, iT[it.'ti;ins (10), sans avoir â rrsi"ii)i c iI'i (pnuion* 
4 trois inconnues pu, puisque 1 un |><rut, en négligeant les produits di s déri- 
vées de «, e, (K, lemplaoert dans Its termes qni en sont allèolés, Im pn% Pu par 
P»»« P/»ti P.». « conaéqoemmeot par p^tP^^P^- 

[*] On Ejud ! numandyiodo»^$dldmkLJbidB9di«$tVx}»9&mA t846(f>0m, 

qf Jrisli Àcadcmj , vol. XXI}. 

[*'] En cfîci, le potentiel de l'action, sur une molécule unique m, Av% niulécutes en- 
«iroDoantn m dont les distances #• = V»' + y' -f- «' (nutaiioos ci-deisus) sont derc- 

nues r„ ca^ si l*on bit poar «n moment Ç fr^ st ^ (r,), 

-S"»<'') = "S" [tw+<'i-')i'w+ '-^^^♦'(')] 
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On voit aussi, par les expreMions (lo) de p^r* ^^e c*Mt aeule- 
ment quand le» prcfùons primitives etc., n'eicèdeut pas, poiir 



Or 

r,~r«— 1-4- [(x-f-4«)'+ (y + Afj'-f-CH- A"-)']' 

I a»A«+ ayAp-t- atAw-KAa^-t- (A»)' 4- (Aw)' 



iÙ-) 



( a«Aw-«-aya»-niAw \» 



M . fi" ^ 'ff' • 

^ a/-' %r dr X dr 



dt 



(«7){ 



+ — -7^ (x&a + yA*-l'tA«>)M> 

■xr dr ^ ' ) 



Oq CD déduit le potentiel >!> des actiont isolccuUim ttaUmMêté» l'unité de volume, en 
nulUpliant par la deniké fi, après avoir divM par àaixf^ la nana de b meMnile m 
parce que la nàiie îamt/r «si relative & dvax molecules qui l'exeroeni l'une sur l'aatre. 

Mattani «awile pour An, A*. A«r knn valean + '-^ y^.^!^ ^x*h... de 

*^ df' A Uk 

la a* note du n" S, eflèctaani Ira amlUplwMiaM et lUeaol paMer Iraradea ^pwi § 
les dérivée* de a, <t In» produits du second degri^ l'on a« vu les nottUiom ( 1 1), 



et, va les nolatioos (la), 

^ S *» — X* « aMOT, . . . 



jirccisénwM l'cipreMÎeii {9} du poieatiel a en mettant pour a' son dévdoppenent (€), 

et, pour D„ i)^,...f dans les termes en ysr*, les expressions complètes ( 3 ) de ces di- 
latadoo* et glissements posées sans négliger les carrés et produits du second degré. 

Il est remarquable qu'on arrive ainsi à ces expressions (3 ) d*ané mmière n ififlr» 
rente de celle de b 4* "^o'^ ^- preuve de plus de la fécundiié de la cou» 

sidéralioii «In poipntiel, si bien liée i l'emploi des méthodes de bHécsaique analytique. 
Toutu VIII (1* Mri<'}. — SimnaaiMS. 
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l'ordre des grandeurs, les p*, , etc., qui seraient dues aux seuls dépla- 
cements, c'est-à-dire dans les cas les plus ordinaires des solides ter- 
restres, où l'on peut prendre simpleinetit p^^ =i -h /)'^ et ainsi 
des autres composantes de pressions, que ces six composantes sont 
let dérivées d'une même fonction $ par rapport aiixtix variables \, 
Vf • • • t fio"* ^ii* ^ ^ ^ ^ excèdent beaucoup les p*, l'on 
n'aurait, eu difiKreuliani ainsi œtle fandion, quedcsespresiiona in- 
complètes de p_^j^ , . , p_r, . 

Et ce n'est que dans le cas particulier de la contexture isotrope, 
seul considéré par M. Neumann, que les mêmes composantes de près- 
aiou peuvent être les dérivées d'une même fonction par rapport aux 

neuf ooeffidents dlflérentiels > - > ^[*|. 

4. Équations de VéjuUibrtoàentrent aussi les coefficients a^^^* etc., 
et les pnssioiu fritnitms , etc. — Ces équations ind^Mes, ou k 
satisfiiire en tous les points du corps, s'obtiennent par divers moyens. 

Il est important de les mentionner pour montrer leur accord, en ce 

qui regnnle Mirtoiit l;i partie afiieclée des [iressioris primitives /)"^ , etc., 

qu'on oiiu t souvent, !n;us dont nous devons mettre ici la forme hors 



[*] CcUc fonction, indiquée par M. Keurnann, est le |HiteDtiel augmenté de l'exprcs- 
lioB loiTuite, dans laqudlt p» i cpris eme les vakvrs de j»^, p^f mi h prarioa 
priaidve igàa en loa> sens dans le ces de l^iieiropie (où p^t pû» Piy ""W 

/ di> ihf dv du- dw du dw du du dv du d»\ 
^*\di€^y dy di dx ds dz dx dy dx dxifjrj 

Aucune cxprM*.ion plus jjcm'Talc ne non* paraît p^>iivo:r ('•(ro njont'-e ati |>otenliel 
pour avoir, avrc une cnniexture nou isotrope (iiu'iiie symétrique par rapport à trois 

plausi, une lonetion de — i >■■■■, — qui donne 1rs composantes /?„, p^^, 

P^tPr* quand on U difTi-renlic par rapport à ses neuf variables. Nou» pcason* donc que 
Tainlyw, dn mie krge et mnarqulik', deonée per le wveot H. Heaghtea dem ton 

(leuxiciiie i i iit, du l8 janvier i84'.l (■■^ Ctnssijication of elastic Media, Trara. nf Irish 
Academj-, vol. XXU), où il semble concéder à MM. Green et Mac-CuUagh qu'on pvat 
se |MHer de la loi dei acdom molêeahûm très-bien employi-c par lui précédeMMOt 
dans son beau Mémoire de mai 1846 déjA cité, ne peut bien s'appliquer fo'enx dens 
cas dont nous parlons : preitiMU primltfre$ peu considérables, et isotroph. 
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(le doute dans la vue de l'application que nous aurons à en faire au 
S IV, afin de Ineii établir qu'il ne fiiutpmnt cbercher dans reaistenoe 
possible de ces pressions un expédient pour mettre les résultais du 
calcul des vibratinns Inminrnsrs d'accord âvec une by|iotbèse que 
tout porte au contraire i ahandoniicr . 

Le premier mojeu consiste donc à substituer dans les équations 
générales de TéquilOire .d*iin élément parallélipipëde inlérienr, qui 
sont: 

les expressions (lo) des composantes depression , etc., que nous 
avons obtenues de doue manières^ dont une se fondait uniquement 
sur leur linéatUé supposée admise, sans invoquer autrement et expl>> 
citement la loi contestée des actions moléculaires. Le résultat de cette 
substitution est la destruction des lennes n^tiben fP, d'où ces équa> 
tions d'équilibre 



tP» tf» d'il 

rPu ifu itm 

rf'ir tPfv (Pw 

36.. 
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tfu tPv tPw 

iPu rpp fPtv 

j ~f- *«jr«^ "+■•••"♦" «1*»J7-^ "1" •••+***»* • 

On arrive aussi à ors équations directement, comme a fait M. Cau- 
diy, cam paner par la considéra lion des pressions, en posant, comme 

Navier, les conditions de !'( (|nili!)rp d'tMi senl des points matériels du 
système solide, supposé sollicité, suivant la loi énoncée, par les actions 
de» points ennronnants [*]. 

Ibis un troisième moyen qai dispense, comme le premier, de 
mettre en oeuvre cette loi contestée des actions, consiste à se servir de 
l'eipression (9) du potentiel 



[*] Eo cfltl, m 4 W g mm ks a iw i w ila ces deraim polnii, kt éqaMiom d'éqvilibiv 
4|ai dans Pélat priarflirélaieat, «a qoe ^ ssew(r, x}, ^ = • • toiijomtavtc les no- 
dnd*S(9^nols), 



MMt, daas rétot attériear, 

(ai) gfll/r. — j — -»-X=:o, §/^/-.i-^+T=:0, g-î^.— ; — +Z=o. 



;, MBMN dm* la aiéaie aoi^ pour — u nlear 



pais poar A«, Af, Air kan dmloppeniaiU «a a, y, a par k thcorèiiw de Taylor à 
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soit qa'on admette à priori avec Green sa composition en une somme 
de deux fonctions homogènes entières, l'une du premier, Pautre du 
second degré en î^, , . . . , , soit qu'on le déduise des pressions 
en admettant aussi à priori la lorine linéaire de celles-ci, deux partis 
entre lesquels doivent nécessairement choisir U-iir point de départ 
ceux qui refusent d'invoquor la grande loi physique en question. 

En effet, en posant, comme k la quatrième note du n" 5, i'éqiia> 
tion des travaux virtuels, et en la développant, l'nssitiiilntion des 
parties aifeclées de âu dans les intégrales triples des deux membres 



trnï$ Tuiabl«», qui pwrent étn écrite sjoiboUqueiiient 

et dans Icm]ucU il suffit ici de considérer, 'non plus seulement les teramde ptcmier 
ordre, comme à la note citée relative «u calcul des pressions, mais aussi ceux du se- 
cond ordre, tels que ^ x' H- • • • 4- 2 xjj » l'on obtient trais équations, où 

les dérivées dnpraniierfNdreaaittaflKtm de ■oauiiet |^ — (« on y m s)iy nolks 
d'après kt éqmlions(M)), «t de sonuMS Idles qw S 7 (** «• **7 «TsK <V*le- 



: reladvei i fclit primitif, et que l'on doit emri, arec Cauchy, re{,urder comme 

nulles ou ncgli(,'( ;il)l( s parcf <nic, ne contenant f|ue des produits du troisième degré dcs 
petites lignes x, y, t, elles se composent de termes qui se déiniiseot deux h deux, un 
rigourememeat oo avec toate l'approumarion désirable si le eorpséuit primitivement, 
comme on le suppose, ou homogène, ou d'une contexture ne variant que graduelle* 
aMBl et ibrt peu dans une étendue imperceptible (supposition implicitement faite dans 
la noie du n* 8). Restent les termes dn second ordre, ou restent précisément, en mul- 
tipliant par la densité p, les équations (19). 

On sait i\ue M. Caiichy a cDiisidéré «H .ippliqnp, dans la tlicoHp tir h lumière, s|)é- 
cialement pour expliquer la dispersion, tl'autres équations, oili tous les termes des dé- 
vélappearats (sa) sont cootcrvéi jutqe'à llafini. 
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de cette équation conduit à 

— ss I le polynôme de l'Mcolade de (i5) |. 

Or ce polynôme où Vùo pcttt, à cela près de produits néglifeables, 
remplacer, comme on a d^à dit, ainsi que dans dx, (fj, dz, qui le 
multiplie, , 7-, , 2, par ce, j-, z. est précisémeot le second membre 
(Je la première équation d equilil^re (19). 

Il est remarquable qu'on arrive encore à cette même première équa- 
tion (19) si l'on fait lès intégrations par parties de (i4) sans changer les 
variables indépendantes jr, j^, s en x« , j^, , S| ; on si l'on substitue 

dans la première équation (18) ^ . . . -h pX^o Im trois quadri- 

nàmes entre crochets de (i4) à la place de p^, dont ils dif- 
fèrent comme on a vu. Cette concordance singulière vient de ce qu'on 
peut tout aussi bien poser les équations indéfinies de l'équilibre on 
considérant uu éléintMit parallélipipédc o6^f ua/i^/e^ qu'en considérant 
un élément prallélipipède rectangle. 

$ III. — Formule symbolique générale Journisuuit, en Jonction des 
coefficients d't'lasticiié pour des ajces donnés ^ ceux qui sont relatifs 
à d'autres axes aussi donnés et rectangulaires, et, aussi, les coej/i- 
cients qui doivent entrer dam Vexpreakm d*wm eompotante quel- 
conque de presskm mime oUi^, 

5. Moyens d^ obtenir les coefficients nouveaux. — Abstrayons, dans 
tout ce paragraphe et le suivant, les pressions pl^ , etc., antérieures ans 
déplacements, ou prenons pour 

les valeurs (i ) de 

Si 

désignent les directions de nouveaux axes coordonnés, rectangulaires 
comme les ancieus-x, jr^ z, les composantes, parallèlement à x' , y y s', 
des pressions sur les plans perpendûsolaires i ces coordonnées, seront 
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esprimées par «s formules, semblables à (i), 

Et les mêmes coefficients nouveaux ayy^/y, etc., eatreraicnt, soit dans 
l'espressioD nouvelle du potentiel 

toujows égal à lui-mâme on ayant une valeur indépendante dos ;txes, 
soit dans les équations d'équilibre exprimées en fonction des déplace- 
ments u', t/, W suivant les directions x\ j\ z'. 

NottscberchoDS lavoir ces vingt ^nnooeflBcietitsaai«r«v« V«vyt^- 
en fonction des vingt et un anciens a,^„, etc., et des neuf oaaî« 
nns 00s (jr, .r'), COS (7*, jr'), . . . , cos(2, s'), que nous désignerons, 
pour abréger, par 

*W» «r*'» *V» V» V» V» 

On peut y arriver i Taide de cette branche d*analyse qui a été fort 
cul t i vée dans ces dernièreB années sous le nom de cidctti dès formes, ou 

bien des transformations linéaires, applicables surtout aux fonctions 
homogènes du jnetnier et dti second degré, car X, j", z, «, »', tv sont 
fonctions linéaires <le jc \ j', z', u', v^, tv', et réciproquement. 

Mais nous pouvons trouver ces expressions, et méine d*attb«s plus 
générales, sans cela, et en nous dispensant même de mettre à la place 
des dilaLutions et glissements g des fonctions des coefficients difié» 

renliels des déplacements it, v, etc. 
En elTet, eu appelant eu général 

n 

la direcûen dê la ntumale k un plan nouveau sur Irquel on veut pren- 
dre la pression, et 

s 



la direction de décomposition, suivant laquelle on désire avoir la 
composante ou la projection de la pression que ce plan supporte, ou 
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a, avec nos notations, n et s étant ou deux des directions notivelli^ afy 
y y ou même dent directions obliques quelconques, 

(«4) Pta— "••^l'x'ia'+'Mr'y'V"'"*»»'»^*'"'"*»*'»^*'"*"*!»»'*'^'*' '•■■■•«'*'• 

Or la formule générale de chaogenient de plan de pression donnr, 
avec notre manière ci-dessiis de détigner les cosinns, 

Mettons^y ponr Pjf^ • • • » f expressions (i) 

*«»«»^« + exrjqr giF^ 'nr«»^« I etc., 

et eubiiite, pour les dilulalious et gli.si>fuieuls i^^,. . . , gj^, dans le 
sens des anciens axes, leurs valeurs suivantes en fonction dû dilatations 
et gibeements dans le sens des nouveaux, et qui s'oblienneut par des 
considérations purement géométriques et Indo pendante des gnmikim 
iies HqdacemenU u, v, wdes pointf ilu corps tians l'expacB, 

h - *vc*^+ Vcjlr'*^ ^#«5).'+ g/^c^c^ -t- ié^r^Cg^ 

-*-giyc^c^. 




[* ] C.ir l omrae la pr«»ion sur l'unité superficii lle de cette fare est rwultanrr, d'après 
le lliéorcme déduit de l'équilibre du télNudrc, des pressions supportées par iKi iroi& 
imjeatiom wr Irais pisns perpcadiinlum aux au 7, ans % cl ooauna ks ta|ier- 
ficies de celles-ci sont c„,, r., , c„., les omi»|)OMniMsiie«ett« prcMiiNit «livaal l« irob 
coordouMiiS, lont respectivement 

qui ajoutées, après avnîr rte nniliiplirr'; rrsprriivriticnt par r,., r,,, r„ pour obtenir 
la projection ou composante luivant s, donnent bien pour somme l'expresMOO (aS). 
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ér*= '^^y<^rx Cix'-+- a'Vf'.r'C.-, 2i>. CVC... 

-+- g^v(tV*'C.y-4- tyyC^), 

' + g^ry (cî,y<V c^<Vy ) (* ]• 

(iette âtibhlitutioii donnera une expix>ssion «le p^^ vti Iductiun linéaire 
(te$ six fléformationa nouvelles g^^y, g^,^. Si on la com- 



[ *] On peut In tirer immédkteiaait de ce dièofâme eooaa (et cnploje en IWcani- 

t\i\r (juanil on vcii» ( v iliifT !r travail d'uni' rcsultiintc df plusieurs forces pour un tspatf 
resuitunt plusieurs auUes espaces parcourus), (|uc si I'od a deux iigoesdont chacune 
«•t rétuUmtte géométrique île plutieiir» Mtres Kga» (on deux themtns tUrect» dont cba» 
«'lin unit enspnibic les deux mêmes points (|u'uii clicmin //nh ^nn/il], le produit d'une 
de rt » résultantes par la projection d« la seconde sur aa direction est é^al à la aontOM: 
algébrique d« ton» k» produits des eonpoMBicB de l'one par les projections, snr leurs 
directions, des diverses composantes de l'avlre. 

En efîef, en l'appliquant à deux lignes r, = r(i 4- 3,), #, î= * ( i + 0,), diagonales 
des deux |iarallélipipèdes obliquangles dans lesquels se sont changés deux parailélipi- 
pédet rectaagles dont les côtés adjacents étaient rc„, rc^, re^, «t #o»t 'c^., tc„, 
et sfjnt devenus rr,,lj -+- rcr, (l + . . , »C«(i -f-Ji), on a, g^,, t,' , , elatil 
les cosinus des an{j;les que font maintenant entre eux r<e$ c6tés, si l'on divise loui 
par rr : 

r (H-3,}(i -)-c\)cos(r,, i,) = (i-(-J,)'c„c„-l-(i -t-i),)'c^Cy H- (n-a,)»c„c„ 

-H (er.c^ H- 0,0,^(1 + 3,) (n- î>)fcr, 

equation qui (Intiri'- sutcessivemenl, à cela près de pioduils m gliyeablo, la priMiiiére 
et la quatrième, par exemple, des formules (a6) CD éerivant x', j', s au lieu de «, 
y, z, et en prenant i* r, et f, de même diredïoa x, a* r, « ft angle drait et dirigées 
suivant / et s, pais développant ciiaqae fois et lédnisant. 

I<*m« Till (i* tétit). — ScfToniui i863. 5j 
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parait terme à terme avec réqnatioa (a4) ^myi'VH- . . .* en égalant 

entre eux les coelBcients des mêmes i ou g, on aurait les formules dé- 
sirées de lous les coefficients nomenux a„^, a^^, . ., on fonction 
fif's vingt et Tin anciens a, » qui s'y Iroiiveniienl inultipHf's |)ar 
lies piussaiic.e.s et th>s proiliiits du quatrième tlof^ré descoMnui> c^j-, — 

(>. Formule i^méi aie qui les donne . — On nliréfje singulièrement le 
calcul et l'on .unve à quelque chose de tort simple au moyen de nota- 
tionssymboliques comme celle> qnt plusieurs auteurs anglais a|)|)ellent 
Syhestrîan umbra^ parce que M. Sylvester, qui les a employées avec 
succès, appelle ombres de quantités {shadows of quantities) [*] ces 
sortes de notations dont se sont servis précédemment, au reste^ Cauchy 
et d'autres analystes. 

Convenons donc que 

»v» ft* 

sont de purs symboles qui ne représentent aucune quantité, mais dont 
les produits, aigébriqurmeiit formés, par des symbolei^ de uième espèce, 
lorsqu'on développe les produits de polynômes où ils entrent, repré> 
sentent les quantités a, p et g ci^dessus, en sorte qu'en général 

a,,;.„, V»-' j Jusque î ^•«' — 



* wnt It rneoM chow qu« 



/ 1 



(^7) ( as.v ) 

■ 

et mène (en poussant plus loin la déeomposidon qua n'a Ikit M. Sylvester), que 
aiay flit la même cboie que le symbole »ff t «t par coniéqueBl 
Sjay . ajia; est le ooeillieicnt aff». 



['] On flir l'rUi'-iffc uf the Cntcuhii nf Forms, in C/imbriflge md JUASm mmtÀe- 
malieat Joumat, voi. VU (XI qf Oi m bridge Journal), i85a, p. 

A h fin d'un antre Héoiofre {TrmmtaeHwu ^du Rayai Sodety Lmdtiit i8S3} se 
Iraove, p. 543, une sorte de vocabuUire dans lequel M. Sylvctter appelle ombrale une 
notation où «es qaantiléa se trouTcnt repréacnlées, dil-il, par des syllabet entre parea^ 
thlMs, au lien île l'tee par de simples lellNSi les deux lettres de ces syllabes étant 
appelles fooialtét ombrai» on omhet. 
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Alors let formules (1) des composâmes de pression penlltiet aux Jt, 
. % peuvenl s'écrire 

ft« - 7. «. ... = a« M « ... t«*«x -H iXfij 4- a.c)*. 

SulMtîtiMHl d«ns la formule de iransfermation (a5), 

on a le sextin6me de sod second membre avec des a «ti lien de et le 
racteiir fa , ç , -t- a^c^ + a,e,)* à la suite. Dodc, comme cette formule (a5) 

peut s'écrire 

^49) ^. = {/»*c„,+/»,c..j,+ /»,c„,)(/*,c„+/»,c,^+/>,c„), 

on -A 

f«= («^c.,-»- «r«.,-+- (a,c„-i- a,c.,-h a.c.,) x 

Or lesfoi nmk'si 26).i'xiinm.iiit lt',s.> ot g parallèlesaux jr, 7",zeil fonction 
(les fit g purallt lcs aux .i ', 2', peuvent s'écrire 

J wfcniBt, li I icpmeale l'aoe im direelioM jr, à 

Keiiiplaçaiit successivement / par 2, et substituant dans la va- 

leur précédente de /î,,^. elle devient 

(3l) î X [ ii,c„. -H a^Cy^ -H a. i'î;^) «.!'-+- (a^c,, -h a,.c,y4- ;i,( U, 
Mais l'expression (a4) de co d^, . . . , g<y peut s'écrire 

37.. 



içr> JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

Comparant ces d«ttx expresHOos M «xuiiinant ks termes qui «eraient 
afEectés, après qu'on les aurait déveli^pées, des mènes pnÎMances et 
produits des c*est-i>dire des mômes dilatatioos ou glissements^ 

g^,v, on reoonnaîf, sans cfTocliior le développement, qu'il en ri'sulledcs 
exprcikSioDS des coefticieuts a nouveaux, toutes renferuiées dans la tor- 
muie qrmbolique suivante 

a, = ;ij.cosi/', jc) h- a, ('os(/, y -h a^.ros /, z], 

il' et y' étant des directions prises parmi c«lle» de» coordono««ft m:|anglcs 
DOUveUe» JC\ y\ z", 

n at s élaiMf «a de* dircelioM prists iniii puim cdlit de jc', /'« Z', 
im deux autm dii«clioiis slwolmBciit arlntnnrw» 

' \ î déiigDMit ram qoehnaque de ces quatre diiectioiis. 

Non-seulement celte formule fournit l'un quelconque des vuigl et 
un coefficients a^^/yyi <*jc'x'//f • • • > • • ' ■> •*x'jc'xyt • • • t entrant soit 

dans les expressions de six composantes p:^afi ... * /gyv, ... « soit dans 
celte du potentiel 4 (numéro suivant) en fonction des déformations 
élémentaires ^x»*..., gyg'i.*.» soit dans les équations d'équilibre (19) 

— ^X' B a^fj^xv -I- . . . r oili ils affeclent les dérivées successives 

de ii\ 1/, W\ mais ettle dmme encore dUteUmmt Fun de ceux, au nom^ 
bre de trentesix^ <ftd entreraient dont Pexf/nssion^ en fonction des 
mêmes V> • • • 1 • > - t de la composante , suivant une directum 
arbitraire s, de la pression sur Vunité supeificidle d' une petite face 
absolument quelconque, ayant son centre en {a.\ z ) et dont n re- 
présente en direction la normale arbitraire. 

Le produit a^a^ . a^,a^, des quatre trinômes symboliques de la forme 

^C/^ *t- a,c& doit être effectué dans l'ordre indiqué nns pou- 
voir faire d'autre interversion que celle des deux premiers facteurs 
entre eux et des deux derniers entre eux, si les directions n et s ne sont 
pas prises comme x' et y' partni celles des trois axes rectangulaires x', 
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Man rinlervenion des ekux preoiien à la /ois avec les deux do"- 
nien à la fiât est ponible si d et s sont prises parmi céUes-d. 

Ft alors, Pinterversion d'un des deux preiniers &oteurs avec un des 
<l(Mi\ (lorniers, et par conséquent de tons cntro eux, sera permise si 
l'on admet le pruicipc des actions iiiolcculaires cuiidui&aut aux six 
égalités complémentaires (8), en rédoisaQt les vingt et un confidents 
«te-» à quinze (n* 8). 

7. Autns manières d*arfi»er à ta fotmde génétUe (33). — On 
peut la déduire plus simplement de l'expression (6) du potentiel 
qui peut être écrite 

(34) = ;[(a««x+ »*«.)']% 

et que nous n'écrivons pas ^(a,C;,4-. . .)*t parce que le trinôme 

+ . . ., entre parenthèses, doit être élevé au carré, puis le sexti- 

nôme résultant élevé au carré pour éviter, entre les sous-lettres des a, 
des interversions qui ne sont permises que loRiqu'ou reconnaît avec 
nous le principe des six égalités (8). 

En remplaçant t^,6j^ t, par leurs valeurs, comprise* dans Teapres- 
sîon (3o) tt™*^Ctt^+t,'0(f/-^t^et^,on a 

= î { t^'""' ^V** 6^ -h (a, c^ -f- a^Cjy -*-a,c^) e,' 

qui, comparée à une eapression semblable à la précédente (34) mais 
composée pour les axes coordonnés nouveaux, savoir 

et qui ri^résente toujours (sauf les ffi abstraits) le potentiel doilt la 
valeur invariable ne dépend point de la direction des coordonnées (ou 
de la manière dont a été taillé l'élément de volume considéré^u n** 2), 
montre bien qu'on a la formule symbolique (33), au moins lorsque 
les directions u, s sont, comme celles x\ y', prises au nombre des 
directions x\ y, s' des nouveaux axes cectangulaires. 
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On peutencora y arriver, ea n'employant qii« les symboles a^, 

a-, a^^, etc., sans les symboles p^, Py, Pt, i^, t^, iz- 

Va\ effet, l'exprossion (a:)) /J,,, = /'„c„, c,^ -h . . si l'on substitue 
aux pjfg, pyy, etc.. leurs valeurs (i) revenant à 

( «AT ou »„ ou etc.) (flj^à, ay.gy, -»-...) 

devient 

(35) 1 ('*''=nx-+--Wv ^a,c,„) (a,c„-f- a^c., a^c..) x 

( X (a„i>,-4- ajyi\ + a„J, a,,^, -h a„g„ -i- a^^ g^^.). 

Remplaçant ^J > - §-<r P'"* eipressions nonsjrmbolicjiies (a6) et 
ordonnant, dans la troisième parenthèse, par rapport à , ^ > . .gj'_,', 
il estfilcilede voir qtie:*x' y «*sl affecté d'un sexiiuome revenant à 

et g;^,' d'un polynôme revenant à 

Comparant, sans même développer (35), avec TexpreMion (34) 

on reconnaît que chaque sous-lettre f des coefficients a de çeile-ci 
répond i un trinôme 

a«Cfa-4-a,c^4-a,Crt, 

ce qui prouve bi«n la formule (33) du numéro précédent. 

8. Farnndeset éputthns tk l'éUutieité écrites sjrmboUquemeni.^ 

En complétant les formules (a8) des pressions et (34) thi potentiel 
pni I nddiiion dfs p;u fies affectée* des />", l'on a, au moyen de non 
uola tiens symboliques (27)» 

f ^ / du flv d»\ 
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(37) ^^(pU, +/»J!v+/»î«,)'+ïr(«'''-^»rV + 

£t les trois équations d'équilibre iadéfioies (19) peuvent s'écrire 

- P (X «1. Y ou z : = ^ -H p'; ^' '£j (« ou v ou 4- 

(38) +a,^,«.(.,^4-a,j. + a.^)x 

Nous ferons usage aux paragraphes suivants de ces formules- 
abrégées. 
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REMARQUE NOUVO.LE SUR LA FORME 
Pm M. J. UOUVILLB. 



J'ai donné (dans le cahier de mai i860, p. 147) une expression 
simple dn nombre des solutions qne comporte Téqnation 

««x'+j-» -1.3 

où n est un entier donné, quand on y prend pour x, j^, z» I des en- 
tiers quelconques, positifs, nuls ou négatifs. Mais quel serait le nombre 

(les solutions «Je cette riièine éfjuatioii si l'on n'admettait pour jt, y. 
z. t que (les valeurs unpaires et positives^ l'our répondre a cette 
question, j'observe d'abord que l'équation dont il s'agit deviendra 
alors imposable si n n'est pas un multiple de 8. Maintenant soit n 
multiple de 8; on pourra écrire 

m étant un entier impair premier à 3, et je dis que le nombre demandé 
sera égal à 

où je désigne à mon ordinaire par Ç, im) la sunune des diviseurs de m.. 
AiuM pour n s 8 on n'a qu'une seule solution, laquelle est fournie 

par l'identité 

8 -i"-M»-»-3(i»-t-i»). 

l'our II — iC, ot) doit avoir d» ii\ .sululions. La double équation 

coufîriiie I L- r.ul. l'ntir n ~ a4 et pour n — 'V-s, !e nombre de snlufintis 
deviendra égal à 4- Pour n = 4o, il sera égal à 6. Mais je n'ai pas a 
insister sur ces vérifications numériques. 
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Sur la surface qui coupe la courbe d' intersection de deux 
surfaces a/géhrîqucs données dans les points de contact des 
plans oscuUUeurs st<Uionnaires ; 

Pa» h. CUaiSGH. 



M. SalmoD, dans .son excellent XnMé Swr ta Géométrie analjr^que 
h trois dimensions {Dublin, i86a), remarque qu'il n'a pas réussi à 
réduire à la forme la plus simple l'équation d'une surface qui coupe 
dan» les points de oontact des plans osculateun stationiMtres la couribe 
d'intmectioo de deux surfaces algébriques données. Il ne me eemble 
donc pas qu'il soit sans intérêt de donner dans ce qui suit la réduc- 
tion dont il s'agit. 

Soient M = o €l f = o les équations de deux surfaces données, l'une 
du degré m, l'autre du degré n\ désignons |)ar Vi, i/^^, les quan> 
tilés 

1 <lu 1 liv 

\ ' m tLc, M dXi 

m.m~t djttdrt a.ji — i dxidxt* 

^it ^ti étant «les coordonnées liomogencs d'un point quel- 

conque X. A cause des équations (i), on a identiqnemeni 

Vu Xt Vu X, + Vu j:, -H Vu x*. 

«, .r, M, Xj + «, ■+- U^ X4, 
V, X, -H i», X, -H Vf X, -f- Vt X,. 

Or M. Hesce a trouvé {JounuU de CreOe, t. XLI) que l'équation du 
plan osculateur de la courbe d'intersection de u et » en un point x 
Tom Tin («!■ tMc). - Scpinm iSSS. 38 
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prend h Ibrne 

iO = U (P, X, -)- Va Xj -H i', X, ■+■ t', X, ) 
— V (il, X, -h ttj Xs -t- «, X, +u^ X»), 



(3| 



u ei V désigiiant les covarianU ioivante ; 



/ 



(4) 



V = («-i) 
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^» 




«»«• 


«■ 


«•»« 


«••4 




("«4 


tt« 


«« 


«« 


«• 


«4 


o 



Je comnieocerai par établir de nouveau cette ëquatioii de M. HesM, 
la métliode employée par rillastre géomètre dUeiddbeiig étant tns- 

ceptible de quelques simplifications. Concevons trois points conaé» 

cutifs de la courbe x, x-hd^c, x -i^ -xh' fl- > ; IVquation d'un 
plaa passant par ces poiutSi c'est-à-due 1 équation du plan osculateur, 



(5} 



o = 



X. 


X. 


X. 


x. 


«1 






«4 


dx, 


dxt 















U y a cotre les quantités dx^ d*x des relations qu'on trouve en dif- 
iérântiant deux fois les équations des surfaces données. Ayant égard 
aux notations adoptées, on obtient les équations 



(6) 



o B dXi + Va dlr, H- dx^ + cErt} 
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o = II, fi* j:, -h «i Xj u, j:, + rf'x, 

o = -I- Vj rf» Xt f, r." X, 4- 1»4 d^X^ 

-h (n — I ) 22 Cm r/x, «Ar». 



Or, fli Ton multiplie le déterminant (5) par le déterminant suivant 

u, "1 f** 

»'j ^'l 

a, a, a, 

j5. r^, i3, |3. 

dans lequel les a, j3 sool des quantités quelconques, le produit, qui 
<>$t lui-même un déterminanti contient à cause des équations (6) 
qut iques termet évanoirittuits, et le reiie te déooinpote en deux fiio- 
leurs, dont Tun contenant les «, j3 est étranger an problème, tandis 
que l'autre qui est essentiel prend la ferme 

(«, rf» X, -4- Ut d* x, -»- «, d^ x,-t-Utd* Xt) 

[v,X, -h i», X, V, X, -H f. X,) 

— {v, d* X, -+- f , d^ X, -h y, f/* X, + i»4 rf' .r, ] 

{u, X, -+- //, X, -f- «,X, «4 X,). 

Ici on peut se srrvir des équations (7) |ioiii éliminer les d*Xf et alors 
on a l'équatioa du plan osculateur sous la forme suivaiite 

f — (a — 1) («, X, 4- «, X, + «1 X, 4- «4 X4) 22 Un dxtdxt. 

I/Cs quantités dx sont assujetties ;iiix deux équations (6): mais comme 
les coordonnées homogènes satislont toujours à une équation linéaire 
de la forme 

(9) Ai *i + A» X, H- A, X, -h A4 X4 = I , 

38.. 
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on en déduit one trdsîème équation 

(lo) A-, (ijL-, •+■ X-j A, (Ju; -t- A\ dx^ = o. 

En opérant par cette équation combinée avec les équations (6), il est 
évident que les quantités djc seront pimportionnelles aux déterminants 
qui sortent du système incomplet 



(.0-) 
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*'i V, 

kt Àt A4 



IntroduiMUt donc ces valeurs proportiouneUet au lieu des tfx dans 
l'équation (9), on peut sobetittier aux deux sommes donbles les déter- 
minants 
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«13 
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A, 
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*, 






*4 


0 


0 


0 



Pour transformer ces détcrmiuanis, il ne faut que multiplier leurs 
quatre premières colonnes par j*,, .2 .,, x,, respectivement, les 
retrancber de la dnquième» et alors opérer de la mÀne manière sur 
les séries. On détrait ainsi les termes 1^ dans le premier déterminant. 
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et les c, dans le second; et an lieu (les carrés formés par des zéros» on 
obtient les carrés suivants 

— tt— «' — • o— «— I 

— o o o — M — o o 

— I o o, — I o o. 

Les fonctions u, o s'évanouissant pour les points dont il s'agit, on 

peut mettre o à la place des «, t', et les déterminants proposés se trou- 
vent alors réduits au carré de i, multiplié par les déterminants dési- 
U V 

gnés auniessus par ^_^ -> '^^"'^ manière, l'équaliou (8) se 

trouve réduite à la forme (3), qui est la forme donnée par M. Hosse. 

Passons ;\ l îtivestis^Hlion <lrs points x de la courbe donnée qui sont 
situés avec les trois poinls consécutifs dans le même plan, plan oscu- 
lateurstattonnaire. On peut partir de deux points de vue diUKrents. En 
premier lieu, on revient à l'équation (3), et on établit la condition 
nécessaire pour que le plan oscillateur mené à nn point trés-voisin 
.r -)- r/a-, coïncide avec le plan osculateur mené au point JC, c'est-à- 
dirc la condition nécessaire pour que les équations 

i 2X,(lh', - V„,) = o, 

^" ^ j 2X<[(U + (HJ...)[Vi + tlvi...) - (V -h r/V...) {u, + r///,...)] = <» 

représentent le même plan. 

F.n retranchant la premiere des équations (i i} de la seconde et en 
ne conservant que les termes du premier ordre, ou aura i'équalion 

lX,{VidU + lidi^i - UidV - w/U,) Œ o, 

laquelle, ne pouvant être différente pour les points dont il s'agit de la 
première des équations (i i) que par un iacteur commun, donne nais- 
sance aux quatre équations suivantes 



(la) 





-w, dV- 


Vdut 


= (Up, 


-Yu,)ds, 






\dut 






f, ^/U-i- U^A'j 












- UtdV - 
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oit tis désigne un facteur inconnu infiniment petit. Ces quatre équa- 
tions sont linéaires quant aux cinq qiiantiti^i ri.r,, rfxj, djc^, djr^, ds. 
et comme on a à vérifier en outre les trois équations (6), (lo), qui 
coiitiennent ces mêmes quantités, on pourrait croire qa*on devait ob- 
tenir trois équations finies entre x„ jr,, x„ dr,, en chassant de ces sept 
équations les cinq quantités infiniment pcMites. Mais on voit facilement 
qu'on peut former deux combinaisons des équations l'i ùl, qui s'éva- 
nouissent identiquement à l'aide des équations u = o, 0 = 0, de ma- 
niwe qu'en effet les équations (i a), (6 ( 1 o) ne représentent que dnq 
équations diverses. On obtient la première de ces combinaisons en 
multipliant les équations (la) par x,, X|, Xg, x*, où la somme des 
produits s'évanouit à cause des équations 

Xt dUt ■+■ x» Hut -f- X, -h x^ tbt^ = o* 
x^tivt +x,dift -i-Xtdift -l-X4<ft»4 s=o, 

qiu sont une conséquence nécessaire des équations u ~ o, v= o. La 
seconde sera obtenue en multipliant les équations (la) par (ix,^ dx^ 
fijCfy dxf. Alors dans la somme se détruisent queues termes i Talde 
des équations (6), et on obtiendra 

o — VldXid»i — yidXidUi 
ss U 22 (it — 0 (f» dxtdxk — V22 (m — 1) «M dxidx^. 

Mais les sommes doubles qui entrent dans cette formule sont propor- 
tionnelles aux fonctions U, V, elles-mêmes; d'où il suit que celte com- 
binaison elle-même s'évanouit identiquement. 

Pour former deux autres CombilMlSons des équations x^t] qui ne 
s'cvniioiiissent pas, j'ordotitie les expressions <k> U et V (4) suivant les 
quantités «„ f/, qui eu forment une colonne, et en désignant pjir A< 
l'ensemble des termes qui sont multipliés par dans le déterminant U, 
par B| les termes multipliés psr Uf dans le déterminant 'V, j'écris 

^ f ■V = «,B,-t-«jH,-f-//jB, -t-A/«B,. 

Or je multiplie les équations (la) par A,, A» As, A4 et par fi,, 
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U<^U -+■ U (A, (iv, -h A, ih', 4- A, di', -t- A. r/t/,) = U" ds, 
VrfV + V (B, r/u, 4- B, H- B, f///, -H B, ilu^ ) = \^ds, 



ou, en diasnnt les faclenn U, V, 




I </V 4* B, «An, B,WSm, + B,<<(Ij + B««b«, = V<ir. 

En formant les ér|u.iiions (i4}, on • omis quelques termes; ce sont 
ceux qui sont multipliés par 

lAittft lAidtth 2B/IV, IBidvi, 

Il est fiidle de démontrer que ces expressions s'évanouissent k cause 
des équations « = o, v = o. Commençons par la dtscussion fie l'ea* 

pression 2 A, m,, c'est-à-dire tlii déterminant U. 1rs (juantiles u,- mises à 
I;i place de la ^< i ie des c,. M.iis cela fait, si l'on reiranche de la série en 
question les autres séries uuiltipliées par j',, j,, Jt'„ tons len 
termes ut disparaissent, et au lieu de zéro on a t», ce qui s'évanouit ; 
donc l'expression dont il s'agit s'évanouit aussi. De la même manière 
s'évanouit la somme 2B, f,. Pour faire voir la même propriété de 
lAfdvi, c'est-à-dire du déterminant li, les dut mis à la place de la 
série des c/, on retranche de la dernière série les autres séries multi- 
pliées par (m — 1) dx^, etc., et on fera de même de la somme IBtdvf, 

Cela posé, on peut se servir des équations (G), (10) et (i5) au lien 
de (6), (10) et (la). Faisons, à l'analogie de l'équaiiou (1), 



3m -t- an — 8 et 3n H- am — 8 étant les ordres des fonctions U, V. 
Alors le* équations (t5) peuvent être mises sous la fovme 



— a«— 8 dxt 




I dV 



{16) 



I liLii[(iii + ain — 8) \t -4- (w — B»M«] = Vdsy 



(■7) 
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Donc, Bt Ton igàlt k zéro le détenninant des ^tifttions linéaires (6), 
(ro) et (i6), on aura l'équatio» 

(3/" + 'Jin— 8)U,4-(/» — lyljAjPji (3/i-J-2/n — 8)V,4-{"< — ilïiBjw,» n, i>, *, = o. 
3«*-»-an— b)U4-4-(n — t^SiAiva (3n-t-aiw— 6JV,4-(»i — i)£|Biiia «i 

D V o o o 



On en forme l'équation drfinitive dont il s'aj^it en clinssuu les coeffi- 
cients A% ce qui se fait si l'on multiplie les quatre prenneres séries par 
x,t jvty et si l'on en retntucbe la somme de la dernière multi- 

pliée par 3m + 3fi — 9. Dans la dernière série, on aura alors o à la 

place de U, V et u, i», 1 ou o, o, i à la place des zéros qui s'y trou- 
vent; donc des cinq termes dr cette srrie quatre ternies s'évanouiseent, 
et on aura, au lieu du déterminant proposé, ce qui est multiplié par le 
cinquième terme, c'est*à«dire le déterminant 

3/"-t-2/< — 8)Ui-»-;/j — i)i4Aji',i (3/»-f-?./« — 8iVi j- >« — i)ijBj«.i « •': 

(3//i-t-a/i — 8}U,-<-(n — i):iAiP,i (3»-J-a»i — y)V, 4- («i — ij^Biux u, >, 

(3n-|-s«— 8)U»-4-(«— i)^A*«u 8]Vt-|-(m— i)l;iBt«,i f, 

(3iw-1-a*— 8)1If|-(ji— i)XtAira (Si-l-Stt— QV.-|>(ia>-i)ït1liii,« «, », 



= ». 



Cette équation représente une surface de Tordre 6m -h 6ii — ao qui 
coupe les sur&œs u =s o, v s o dans les nm (6m -l- 6n — ao) points 
de contact des plans osculateurs statîonnaires, nombre que H. Salmon 

a trouvé. 

L<orsque les sui laces «, v sont toutes deux du deuxième ordre, les 
sommes It v,i,y I^a^ia deviennent égales à V^, et l'équation (17) 
se trouve réduite k la forme plus simple 



II, 



V, 
V, 
V. 



"s 



= 0. 



Une autre méthode de former l'équation (17) diffère de la méthode 
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qu'oo a fait voir, en c« qu'on fome d'une manière plus directe les 

équations (i5), et que l'on effectue en même temps la transformation 
que M. Salmon a demandée. La condition nécessaire pour que quatre 
points infiniment voisins de la courbe u = v = o soient situés dans 
le même plan sera 

X, jc, ce, .i-, 

d'^x, r/^.r, d'^x^ 

d*x, d^x, rf'jr, d'.r, 

Multiplions le déterminant qui forme le premier terme de cette équa- 
tion par le déterminant formé par les quantités t/„ ai par deux 
autres séries quelconques. A cause des équations (a) et (6), quelques 
éléments du déterminant résultant s'évanouissent, et le reste devient 
le produit de deux farteiirs, dont l'un est étranger à la question» 
tandis que l'autre donnera l'équation 

luid'x, lUid*x, 
Ivtd'xf ivfd'xi 

équation au lieu de laquelle on peut mettre les deux suivantes 

I lUid*X{^ds.2u4d'Xif 



= o» 



(•«) 



ds élaiJt une quantité iniiuimenl petite. Cependant, par un choix 
convenable d'un élément i/r, on tire des équations {b) et (c) 



(•9) 



lUi d-Xi = — [m — I ) llUik dXi dx/, = — ds^ .U , 
1 Vi d"* ,r, = — ( n — I ) H t',* dXi dx^ = — ds" . \ . 

Donc» en diiférentiant et n^ardaut ds comme élément cmistant» 

lufd* «I SB _ (m i) Iluad* setdxi, — d^.dU^ 

L'élément ds est le même par lequel les quantités dx doivent être di' 
visées pour devenir égales aux déterminants partiels du système in- 

Tmm vm(«* tèite). ~ Simini il». 39 
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oumplet (lOf"). De là on eoadut qoe le» quantités w&t les sommes 

des déterminants partieb cOTrespondants formés des deux systèmes 
incomplets 



du, 


du. 


du. 


du. 
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«1» 


ds 




ds 


d7 
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ou cjue l'on a 
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Lofaqtt*oii traite ces détemnioaDto comme 00 a traité lea détermi» 
nanto (i<y*)y ib preDoent le» forme* 



(«-0 



«Il 


«Il 


«n 


•h 




K» 


«H 




•n 




"11 


«11 


«H 


■m 




«Il 


"11 




"l< 










di't 




tb 


4t 




ib 


0 




•1» 




■*H 


«1 








•te 


«1 


"u 


«S» 


•m 


*i* 


II, 


•m 


"«» 


'm 


••m 


«. 


du, 






dUf 




dt 








0 



— ^« *^» JET A« 3r + A» ^ 



Si l'on introduit ci s expressions et les expressions (19) dans les éqiia* 
lions (ao), les équations (18] devienaeot 

f/U -i A, rA'i +- A, cA', -1- A, r/i», A, '/f, = Urfy, 
ce MOI précisément les équations (t5) qu'il s'agissait de trouver*. 

(CuIwhIm, 3 MpumbM 18G1.) 
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SUR LÀ FORME 

Pab m. J. UOCVnXiE. 



On demande une expression simple du nombre N des reiwésenta- 
lions d'un entier donné n, par la forme 

->r xj -f- ) ■ 4- 2*' -h nU -h al', 
c'est-k-dire du nombre N des solutions de l'équation 

H — x"^ -I- xji ->r j) '^ -h az* -»- -ÀZt a/^ 

où Jt»/, z, ^ sont des entiers indi£Kranment positifs, nub ou négatifc. 
Pour répondre & cette question, je pose d'abord 

« = 2 3' ffl, 

m désignant un entier impair non divisible par 3, et les exposants «, 
|3 pouvant se réduire A zéro; puis» je chercbe la somme 

des diviseurs de m, laqudle joue ici un rôle important. On a en effet 

On voit que l'exposant a n'influe nnllemeot sur la valeur de N qui 
pour toutes les valeurs possibles de a reste la même que si l'on avait 
« =s o. L'exposant /3 au contraire a de l'influenoe. 
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Pour « = I , noire formule donne N = 6 ; et dans ce cas il y a ef> 
fectivcinent six représentations qui répondent a x = o, t — o, avec 
X = ±: ' = o, ou j: = o, ^ = ±: I, ou enfin x = ± i,^r s=::p i . 

Pour n s a, OD a paiement N = 6. Pour » = 3, il vient N = l\x, 
et ainsi de suite. Mais je n*iDsiste pas sur ces applications numériques. 

Supposons mainteitaDt ({u'ati lieu de cliercher le nombre total N 
des solutions propres on impropres de Téquation 

a'^m ss jc* + -^y* as* asH- at*, 

on (l»Mnaiulc seulement le nombre total M d< s solutions propres, c'esl- 
«i-dire des iK}iutions pour lesquelles z, t n'ont aucun lacteur 

commun >i. Il faudra d*abord observer que de telles solutions 
n'existent pas quand on a a > ly car alors x^j , z, t ont nécessaire» 
ment le facteur commun a, ainsi qu'il est aisé de s'en assurer. Nous 
n'avons donc à nous occuper que de l'entier impair 3' m et de l'en- 
tier iiiipaircrneiit pair m. La valeur de M est la même pour ces 
deux nombres. l'uur en donner l'expression, introduisons au lieu de 
Ç, [m) la fonction 

Zi(ni) 

définie, au moyen des &ct«ars premiers a, b^... de l'enlier 
par l'équation 

Z, (oi) = (a" -h «"-} {b' H- b'-') 

et distinguons Us trois cas de j3 b o, /S = i, jS > i. 
Quand J3 s o, o'est-à-dire quand il s'agit de Tun des deux entiers 

m, 3m, 

on a 

Mss6Z,(i»). 

Quand jS = i , c'est-inttre quand il s'agit d'un des deux entiers 
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on a 

M s 432. (m). 

Enfin, pour entiers 

ifui répondent & /3 > on tronre 

M s i6.yz, (m). 
Je ne crois pas avoir besoin d'ajouter des exemples. 
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EXTRAIT D'UNE LETTRE DE M. UCmUÂX, A M. BESGE. 



« ... Soit m un nombre entier donné, de la forme 4/"' + 1. PoBons 
de toittes les manières poMiUes 

fit 

w = r* -4- /|**, 

f, /• tlt'signant des entiers impairs positifs, tandis que l'entier s est 
iiidifféreinmeiii jiosttif, nul ou negatiij puis, considérons les <leiiK 
wnimes 

«t 

1 — 1 

felatives à ces deux modes de décomposition pour un même entier m. 

» II existe entre ces deux sommes une relation simple; car elles 
sont égales et de nièine signe quand fi est pair, c'est-à-dire quand lu 
est de la forme 8v + i, tandis qu'elles sont égales et de signe con- 
traire quand ft est impair, c*est>à*dîre quand m est de la forme Sv 5. 

• En d'autres termes, on a 

2(-i)~* = {-.i)''2(-')"^r. 

» Par exemple, pour m = i, on a a = i* -+- et i = i* + 4 o' ; 
dans ce cas la valeur commune des deux sommes est i. Mais pour 
«I s 5, les équations à employer sont lo as i* -t- 3*, lo = 3* -i- 1 * et 
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5 SSI* + 4(^1)'. Delà 

2 {-,)",•:= -a, 2(- a. 

Les deux sommes sunt done cette fois égales, mais de signe contraire. 
Elles se retrouveraient égales et de même signe pour m = 9. £t ainsi 
de suite. Il peut arriver, bien entendu, qu'elles soient toutes les deux 
nulles : exemple nt s a 1 . » 
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SOLUTION D'UN PROBLÈME DE GÉOMÉTRIE; 

Par m. (;. MATHET, 

Profeswur ju Kn e Oi- INIiuOt. 



1. 

Entre deux points fixes, Mq et M,, on trace une courbe quelconque 
dans Tespace. Soient R une fonction réelle des coordonnées d'un point 

quelconque M de la courbe par rapport à trois axes fixes, et 9 un 
angle, fonction des mêmes coordonnées. If» point M décriviint la 
courbe, de M„ en M,, on mnlfiplie la longueur de l'arc iuliuinient 
petit, compté à partir de diaque position du point M, par la valeur 
correspondante de R* et on fait tourner la ligne obtenue, d'un angle 
^al à f, autour d'un axe normal à la courbe en M; on compose en* 
suite comme dos forces les lignes infîninirnt pelites ainsi obtenues : 
«st-il possible de déterminer les fouctions R et et la normale atitour 
de laquelle se dit la rotation, de telle aorte que la résultante ne dé- 
pende que des co<wdonnées des points !!« et M|, quelle que soit la 
courbe qui les joint? 

On connaît la solution de ce problème, pour le cas où Ton suppose 
que toutes les courbes qui vont de Me en M, sont dans un même 
plan, et que l'axe de rotatioii est constamment normal à ce plan. Si 
»titf sont des coordonnées par rapport à deux aies rectangulaires 
fixes pris dans ce plan ; si l'on a 

R = vX* ^^ï^i «angf = ^, 

X et Y étant des fonctions réelles de x et enfin si Ton pose 

u^x+jr^/^t F(tt) = X4-Yv~, 



la résultante considérée ci-deasus n'est autre que la ligne menée de 

T«iM VNI («• UêM. — OOMH il63. 40 
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l'origtoe de» coordonnées tn point qui représente k valeur de Tinté- 
tégnile 

prise avec la valeur initiale zéro. Or on sait que, pour que la valeur 
de cette intégrale ne dépende que de ses limites, il faut et il suffit que 
l'on ait 

dt «/y ' <(r ' 

pourvu que les diverses cntirbes qui conduisent de Mo en M, ne coin* 
prtMtnerit enlre elles jiiicun point où X et Y cessent d'être continues. 

J'ai rcimi à résoudre complètement le problème dont Tènoncé pré- 
cède, sans 6ire aucune hypothèse sur la nature des courbes et sur la 
direction de l'axe de rotation, sauf qu'il soit en chaque point normal 
à la cotirln' décrite. J'ai trouvé le.s conditions snivjiitcs, dont nti re- 
marquer.! i'analogie uvec celles que l'on trouve dans le cas particu- 
lier indiqué ci-dessus. 

Pour que la résultante ne dépende que des coordonnées des points 
Ha et M„ il but et il suffit : 

I" One (ontps les coiirlios tracées entre Mo et M, soieni situées sur 
une mctiie surface, appartenant à la classe de celles qu'on appelle 
surfaces d'étendue minimum, et du reste quelconque; 

a* Que Taxe autour duquel te fait le rotation soit, en chaque point, 
normal à cette surface; 

3° Que R et ip, considérées comme des fonction» de cooi"données x 
et jr, relatives à un certain système de trajectoires orthogonales de la 
surface, soient de la forme 

R = VX5 + Yî, tangr^l» 

\ et Y étant des fonctions réelles de x etj, qui satisfont seulement 

aux conditions 

'1]^ — '11 '1^— 
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Il iaut, en outre, que les diverses courbes liacées sur la surlace 
entra M» et M| «oient sittiées de telle sorte que l'une pnine se rame- 
ner à l'autre, par une défornuition continue, Mni paiser par aucun 

point où X t'i Y ressrraient d'être continues. 

Four établir ces résultats, j'ai dù nie servir de la nnlaliun et des 
règles du Calcul des Quaternions de M. Hauiiltoii [l.eciuies on Qua- 
temiau, hy sir W.-R. Hamilion ; Dublin, i853). J'indiquerai du re»te 
brièvement les points de cette théorie qui m'ont servi pour le présent 
travail. 

II. 

La première diose k bire, c'est de trouver une expression analy> 
tique de la transfonnalion que l'on fait subir à la conrbe M« M, dans 
notre problème. 

Nous appellerocis vecteur une droite allant de l'origine à un point 
quelconque, et nous conviendrons que la somme de deux vecteurs 
est la diagonale du parallélogramme dont ils sont les côtés. Cela pose, 
soient t, /, k des longueurs ^ales à l'unité, prises respectivement, k 
partir de l'origine, sur les directions posilives des trois ases coordon- 
nés rectangulaires. L'expression 

u ss ix -h fy + is, 

représentera le vecteur allant de l'origine au point dont les coordoO' 
nées sont x, j; z. Si ce point décrit la courbe, le vecteur dti point in- 
finimcot voisin sera 

u -h (lu =i i + dx) -h I {jr -h fl/ ) ■+■ A (s -4- fhjf 

et, par conséquent, un -vectenr égal et parallèle k rélément de courbe 
compris entre ces denx points aura ponr expression 

(kl s; idx 4- jffy + kdz. 
Soix. maintenant une expression de la forme 



W-I-IX+/Y+A2, 
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W, X, Y| Z étant des ^Nictioiis rédiea d« a-, s. Cette exprefeion, 
que M. Hamilton ap}>eile an gaalemkm, prend, pour chaque iraleur 

de Uf une ou plusieurs valeurs déterminées, et peut dés lors être re- 
gardée comme une fonction de u. Si l'on pose 

X ^ Y _ z 
«»« «M^ toty^ 

on pourra l'écrire 



F («) = W + VX* 4- Y* + Z» (/ co8« + / cos/3 -h * C0S7), 

et la quanlilé entre parentheses représente un votirur, de longueur 
égale k l'unité, faisant avec les axes des angle^i c/., /; c'est Yaxeâu 
quaternion. Nous le désigiierons par de sorte que 



F («} = W -h V X* H- Y* + Z» . À. 

La condition que X est perpendiculaire au vecteur du est exprimée 
par 

Si l'on pose mainumant 



si l'on multiplie le vecteur du par R, et si on le fait toumerf d'un 
angle égal i f , autour de l'axe 31, 00 obtiendra un nouveau vecteur 

-h As'. 

Or on démontre, dans la théorie des quaternions, que l'expression 
de ce nouvenu vecteur est précisément celle que l'on obtient en mui- 
tipliant V [u) par du, c'esl-à-dire 

WH-ZX+yY + itZ par idx -h jdj- ids, 

avec la condition Xdx -i-\dj -h Zdz — o; pourvu que, en faisant 
cette multiplication, on ait soin de ne pas interverrir l'ordre des bc- 
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teura et de poser 



3i7 



/'=/» = A^ = -,, 
7 = — // =s jk = — kj = I, ki ss — l'A =ï /. 

Ij» somme de ces produits, prise en faisant varier u de à «, , expri- 
mera la somme des vecteurs infiniment petits obtenus par la transfor- 
mation (le la coiirl)i> M„]M,, c'est-à-dire la résultante considérée ci- 
des&tisi sou expression sera donc l'intégrale 




l' [u)du. 



Nous avuus maintenant à chercher les conditioiii» aux([iu'll(-s ilui- 
vent satisfaire les fonctions W, X, Y, Z pour que celte intégrale i» eniie 
la même valeur loraqo'on va dti point Mo au point M, en suivant 

deux courbes infiniment voisinas. rVst ^i-dire pmir que la variation de 
l'intégrale, quand on y nMiqilace x, ) , z par x -i- ') .i , r -i- r, 
z -i- iz, sans changer les Umites, soit identiquement nulle. Ur on a 

il sui&t donc qu'on ait 

(i) âY(u).tlu=:dV{u).âu, 
ce qui réduit la variation de Tinl^grale à 

f"' [dF («). iu + ¥{u)dâu]^ r'tt[¥{u)^u ], 

quantité i<leTitiquement nulle. 

Développons la condition exprunée par l'équation (i). Si l'on pose 

rfF{») = rfW + m/X -h /rfY + kdl, 
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et N l'on fail les oiullipliGatioiM «n teiMiit compte de Perdre des fiio> 
leurs et des équations (a)* on trouve, en égalant les coefficients de i, 
J, A e( les ternies indépendants dans les deux membres, les quatre 
équations suivantes 

j dW&j + d Zâx - dXâz = *W<ir + àZdx- âXds , 
( dyr&z-¥-dXâr -dYâx^âyrd» -\-&Xdf -&Ydx. 

il faut maintenant remplacer, dans ces équations* 

rfW par —dx-h-^djr + ~^d». 



et </X, (fx, etc., par les expressiotis analogues. Si ensuite on substitue 
à //s et à àz leurs valeurs prises dans les équations 

on trouve, par un calcul fiicile, les quatre équations suivantes 

Os équations expriment loutea les ciMulitions auxquelles doivent 
satisfaire les fonctions W, X, Y, Z. Il uous reste maintenant à les in- 
terpréter. 
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m. 

L*éqnation (3) ezprirae que l'équation 

Xdx •+■ Ydj -H Z(h = o 

est retaliation difitieotielle d'une surface. Si p o( q sont les dérivées 
partielles de z par rapport kx ctàj, tirées de l'équation de cette 
surface, on a identîquemeat 

et par conséquent 

X Y 

j = -|», 2 = ~9- 

I^es courbes ti aci es pntr«? M„ et M, doivent être situées sur cette sur- 
face, que les éqnatiuns suivantes vont dciinir. 

Si Ton multiplie les équations (4), (5} et (6) i cspecltTcment par X, 
Y, et si l'on ajoute les produits, on élimine ainsi W, et il vient 

d'où l'on tire 
out enfin. 



rf X d Y d Z 

S ■ +T>+Z» ^ * ^xt+ Y»+ Z» A * ^X' + Y* + » 



o* 
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Celle équation peut encore s'écrire ainsi 

dp An rf I 

-r- =-\-----. — — ■ : = o. 

Si l'on conviait quei s étant une fonction de x et/» oo écrira 

Iâ.;/ = — di — — ^ — S' 

il vient 

V''-' ' V i -t- />' H- 7' ''■f v'' V •-*-/'■ 1- '/■' 

J^'équation ci-dessus devient alors 
OU bien 

_ 1 1 1 . 1 ?• , £ ] ^ o 

d'où 

Cette equation, qui peut encore w mettre tous la forme 
(7) (n-/»')H-(i + î«)r-a;iî» = o, 

en posant 
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(léfinii les surfaces d'étendue miaimutn ; donc les courbes tracées entre 
Mo et M, doivent être situées s)ip une do ces surfaces. 

Il nous reste à déterminer Z et W. L é({uution (4), si l'on y reuii>lace 
X par — ;»Z et Y par — q2, devient successivement 

rfW . rfW dZ dZ dY dY 

;V/\v\ /.//,, <iy 

(f)=™(f)-c+î') (S) -(»•-'') 2- 

et réqnatioo (S) donne de même 

Tktinsformons ces deux équations, en considérant W et Z comme 

des fonctions de p et de f , et supprimant les parenthèses des dérivées 
totales, qui sont maintenant inutiles. Il vient 

dW dVf 
ap dq 

éVf dVf 

/ dZ dZ\ , / dZ ^ dZ\ , , „ 

Von l'on tire, en tenant compte de l'éqnaticm (7), 



(9) 

Enfin, si Von pose 



Torn* Via (2> MrU}. - Ocroaat i8<>3. 4l 
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équations se rédaÎMiit immédûieneiit à 

rfW — (i-^-p») rfV _ 

" + ^ •'ï 

Nous iillcins inaioteuiuit remplacer les coordonnées /) <-t cy par de 
nouvelles v.iri tbies, et nous cIkjishoiis celles qui ont été adopléfs par 
M. Ossian Uuiiuel dans son Méuiuire sur l'emploi d'un nouveau &ys> 
ténu» de variables dans l'élude des surfaces courbes {Journal de Aftt- 
th^iatiquet puru et apftitqmes, i860). 

Soient 

taoKxs^t sinir g 

• P 1/57+7. 

I étant l'unité iuui^iuaire y — 1. Un a 

'tx — If rtr _ p 

tip /»' -h 7' ttij ~ -l- ' 

11 vient donc 

z^+ï* <*' (/''-t-7')v/i + />'+î' «(r 

— </V «y >/V 
^ V rfW 

+ «'^ (/»»+7>)^r+/»»^-7' 

7 £V p £r 

~~ (/»«+-7») vT+T^Tf' «'* /»» + 7* «(r ' 

d'où l'on lire 

dVi '/V rfW _ rfV 

ce qui achève de démonirer les résultais annoncés dans le § V\ 
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ÉTliDE 

UN CERTAIN MODE DE GÉNÉRATION 
SURFACES D'AtEHDUB MimilDIf; 

Pab ai. g. alvtuet, 

FrafaHMr lycét d* MliMi. 



Une courbe quelconque étant <lonnce, si l'on multiplie chaque arc 
infiniment petit par une certaine fonction des coordonnées de l'exlré- 
lailé de cet arc, et si l'on Êiit tourner la ligne obtenue d'un oertain 
angle, fonction des mêmes coordonnées, autour d'un axe normal k la 
courlje en ce point, on peut itn^^einpr que I on construise uneseronHe 
courbe dont les élément!» i»ont respectivement égaux et parallèles aux 
lignes iufiniinent petites ainsi obtenues : cette courbe sera une trans- 
Jiumée de la première, et dépendra en même temps <te la nature de 
cette courbe, du choix de la normale prise poui- axe, et de la forme 
des fondions qui iiitrrviennfnit drins celte transformation. J'ai montré, 
dans une précédente élude, que toutes les courbes tracées sur une 
surface d'étendue minimum quelconque, et ayant leurs extrémités 
communes, ont pour transformées des couribes ayant aussi mêmes ex- 
trémités, lorsque, l'axe de rotation étant normal k la surface, le malti* 
plicateur et l'angle de rolatiou sont des fonctinos ifisfaisant à deux 
conditions analytiques tres>simples. Il est faole des lors de prévoir 
que, eus conditions étant remplies, le lieu des transformées de toutes 
les courbes tracées sur une surfoce d'étendue minimum sera une nou- 
velle surface, et Ton est conduit k rechercher quelle peut être cette 
surface. 

Je démontre, dans ce qui suit, que ce lieu est encore une surface 
<i'étendue minimum. Ensuite, si les courbes que l'on transforme sont 
situées sur la snriàoe d'étendue minimum engendrée par la révolution 
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de la chatnetle, et que Ton peut appeler la <Mitôio£d!e» oo peiit, eu 

choisissant convenablement les fonctions transformatrices, obtenir, 
pour le IIlmi tics transformées, une surface quelconque d'étendue mi- 
nimum ; de telle sorte que toutes ces surfaces peuvent être regardées 
comme se déduisant géométriqnement de la caténokte, et pent eot se 

clnsser p:ir conséquent d'après la forme des functions transformatrices. 

F.tiriii, (Il 1 1 ninde de L^'iirratioii j'ai déduit tin moyen, qui paraît 
assez simple, <le loriner l'éqnalinn de toutes les surfaces d'étendue 
minimum qui passent par une courbe plane donnée. 

I. 

En conservant les notations précédemment adoptéesi il est facile de 
voir que le lieu de nos transformées n'est autre chose qne le lieu des 
pnittts ' orrespondant aux vecteurs qui représentent les valeurs de 

l'intégrale 

Ju. 

lorsque l'extrémité dn vecteur u décrit la surface d'étendue minimum 
dontîée. Soient Ç les coordonnées, par rapport & trois axes rec- 
tangulaires, du point auquel aboutit le vecteur «t ?! v'» C celles du 
point correspondant an vecteur p qui représente la valenr de Tinté- 
grale. On doit avoir identiquement 

c'est-à-dire 

[W - Z{ip -h/y - jd-n -h *</Ç) = irfr -h /rffl'-i- isdÇ, 

Fawms la mnllipUcalioh, en observant les règles posées ct-dessos et 
eu remarquant qne pdli ^«bi — (/Ç =s o; égalons ensuite les coeffi- 
cients de (, /, k dans les deux membres. Nous obtenons ainsi let trois 
équation» suivantes 

dÇ = W</Ç -I- Z(9c/§ + pdn). 
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Ronplaçons par + qdv ; il vient 

(l) =[W - pqZ)</B- Zil +q',rlr., 

(a) dr/ =Z{l -h p'')(/^ -h [ W -4- pfj Z) r//; , 

(3) rfÇ' = (W/i -4- Z^) W| + (Wç - Z/?) (ir,. 

Les seconds membres des équations (i) et (a) sont les diflïrenlielles 
eiactes de foncttoiu de | et c*est«ÀMlire qu'on a 

rfi» rfS ' rfÇ "~ rf, ' 

La première de ces équations revient en ellet k 

et la seconde a 

et ces epilations sont précisément la première forme, trouvée précé- 
demment, des conditions anxqnellcs doivent salisf;nre les fonrtions Z 
et W. I' et ri' sont donc des tonctiuns de ^ et r,, dont les dérivées par- 
tielles sont 

Si l'on multiplie l'équation (i) par l'équation (a) par 9* et si l'on 
ajoute les résultats, il vient 

ou, eu vertu de l'équatiou ^3), 
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Or /» et 7, considérées conum des feBcHom de C et eatMonl 4 
la condition 

dp <i<f 

On a, en effirt« 
(Toù 

( W - «Z) »+ 1(1 + 1») r- (W-|.Z'(i + («• + * ■ 

On a de même 

d*où 

(W ■^pijZ,s- Zii-^-p')t = [W» + Z» (I -hp' + 
On en déduit, par soaftraction, 

Z[, , H- r+ (I +p^)t - ipcis] = [W» -h Z= (. ^ (^-^). 
et, par conséquent, 

dp dq 

L'équation 

a donc pour second membre la différentielle exacte d'une fonction de 
f et 11'; par conséquent die dé6nit une surface, et si l'on pose 



PUftËS £T APPUQUÉfiS. 3^7 

on a 

/>=// et 9 = 9*. 

Les normalet aux point* oormpondKQlt de I* luilice doDuée et de sa 

trAiisrurm(^e $ont donc parathWes, ce que, dit resté, OO pouvait OOBCfcire 
du mode de génération de la seconde. 

Cette surface est aussi une surface d'étendue miaimuiD. En efiet, si 
nous posons, pour abréger, 

les équations (4) et (5) nous ont déjà donné 

elles donnent également 

De même, des équations (6) et (7), on tire 

^ = S = = [2(1 + + (W - /^Z).<1. 

Donc 

T* [(n- ^/•)«' + (1 + ^) r* - ï^^**] 

- Z (« + P')0 + ï') * - aW (W - />7Z) s - a/>7Z (i + 7»)r, 
ou bien 

« (W ~pqZ) [{i + ^«^ r + (1+ fi») < - itpqtl 
et, par oonsiqtient, 

(i -♦■ + (r + 7^) r' - a^^,' = o,. 

équation des suriacc^ d'étendue minimum. 
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II. 



Supposons inaintenaat qiie la surface décrite par le point i|, Ç soit 
la catéDOïde.Soa équation est 



De là ou tire 



2« 



d'où 



Donc 



p = _ 2 = —?' î = 



- . «ni- 5 ~r «ni- 

r — e • a r — r " 



On a niainteDant 

on peut donc poaer 
d*où 

— /cosx — isin* 



Les équations (i) et (a) deviennent alon 



rfe-(w+z^')«s-ï(.-ï^)^,. 
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PURES ET AlVUQUÉES. 
Introduiaoos la fonction Y déBnie plu» hauti 



— Li 



V = -2Vi+p'-Hî'«,-^, d'où Z = iVl«ng(rî 
il vient 



Or on a 



donc 



I ss I (é*" -4- ^) C08X S a OMZJ C06X, 

ig = ^ (e? 4- e"'^) sin x = a cosy- sinx; 

r/| = — rt (cosfy sin.r^/j: + sini'r cos.7- . 
(/nj = ^cos/)- cosjcf/jc — sin y' siii x . 



d'où, en subslitiiAnt, 

~d£' ss ( — Wco»fy«nx — iV . , — iV . , — C03 x ] ds 

— W«D^co»JB— : l-fT «njtl W/, 

(-/V "°''>-;°''- «a.xH-Weo.(rcc».r-/V Sfl^) 4, 

(.,, sin'ir — cos'j . . siD*xcoS4r\ .. 
_«V '■ — cosx — Wsjny sinxH- »V — — l lajr. 

De là on tire, en simplifiant, 

1 a ~ (W co«t^ tànx + iV ain ijr cosx) dx 

— {Yfùaijr cos jr + iV eotijr ain x) idjr^ 

i CWcoBi/coax — iT ûniytmx) dx 

-> (W sin ^sin;p — iTcoKi/ ooa jt) idjr, 
va (s* — OcTHM iHS. 4^ 
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Introdatsoas inainteiHuM le$ nouvdlM variables 

il vient 

2 rfr = - ( W MO X, + W «n;-, -h I V MD X, - » V mnj-, ) dx 

— (W sin ar, — W tm r, -4- î V sin x, -4- 1 V sin y, ) idr, 
^ d-^' — ( \V COS.Ï', -I- \\ cos^", — * V cos^', -H / V cos.ï-, ) di 

— (W conji — W coêXt — iV COS — » V COS ; idj^ 

ou enfin 

( îrfÇ' = - (W + iV) sinx, - (W - 1 V) sin/, tfy,. 



(W -j- < V)cos.r,r/j:,-4- (W — * V)cos^-, <(» ,. 
Maintenanl on a 
donc 



ou 



bien 



(9) '/«T = 7 [{W+iV)ii», -(W-iVJrfj.J. 

Kemarqiluns que W + iV pst une foiiciioi) de â?, seulement» et 
W — iV une fonction de jr^ ; car on doit avoir 

or 



^ = 
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d'oii 

— —^(^—•—\ _ 1 /rfW .dVf\ 

et par conséquent 



V -/V) _ I /£W _ •lï_lï\ — 



L'éq(iatioi) s'intégre donc par deux (quadratures, et doiiue l'é- 
qiiatiou générale des surfaces d'étendue minimnm 

c=7[/(*+(r)-F(«-ir)l, 

ou, en évitant lesi luucliuns imaginaires, 

{10) C « 7 } 9 (« + (r) - 9 - ^) + [♦ (JP + 1» -H ♦ {* - ijr)] {, 
9 et <j« étant des ronctions réelles. 

m. 

L'équation (9}, uu sou intégrale (10), fournit immédiatement le ré- 
sultat énoncé d-dessns, savoir : que toutes les surfiMsas d'étendue mi- 
nimum peuvent être regardées comme des transformées de la caté~ 
noide. En effet, l'une quclcnuquo de ces surfaces étant donn«'e, c\ son 
équation étant mise sous la iurme (101, si l'on détermine deux fonc* 
lions réelles de jc et j-, W et V, de telle sorte que 

U -4- /'V = 9' ;.r ^- y ) 4- i^'{x -+- h ), 
w - 1 V = f' (or - />•) ~ If (« - y-), 

ou bien 

aW = ç' ( JT H- ()■ ) 4- y' (j: — ijr\ 
aV=Ç'(x-<-i:,) + 4.'(x-i>-), 

49.. 
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l'équation (9), qui est cdie de k transfonnée de la caténoUe corres- 
pondant à ces deux fonctions W et Y, représentera une surface iden- 
tique à la surface donnée, aux constantes près d'intégration. 

Sans chercher quelles sont les diverses conséquences auxquelles 
pourrait conduire cette remarque, nous nom bornerons ici à ce qui 
concerne la formation de l'équation d'une surface d'étendue minimum 
passant par une courbe plane donnée. Et d'abord, nous pouvons ton- 
jours choisir l'axe des Ç perpendiculaire au plan de celle courbe; sup- 
posons en outre, pour plus de facilité, que ce soit l'ellipse représentée 
par réquation 

il sera fiidle de généraliser la méthode et de l'appliquer à une courbe 

quelconque. 

Posons, pour abréger, 

W-HtV W-.V = F(7,). 

Lorsque le point V* Ç décrira l'ellipse, le point ij, Ç décrira sur 
la catéiioide une certaine courbe telle, que pour chacun de ses points 
on ait 

(n) f[«,)<lx,-V{f,)dy„ 

puisque ^ doit rester constant, et qu'en même temps les équations (8) 
soient vérifiées, ou, ce qui revient au même, la première de ces équa- 

tions(8) avec la condition pd^' -t-qdif b dÇ', 
On aura donc, pour dÇ = 0^ 

/irfÇ'4-grfV=so, d'où tangxss^ss^^- 

Mais de l'équation de l'ellipee, on tire 

donc 

al 

«v_ — î 
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d'où ■ 

ç = ~ — - n r= - - ■ . » 

^a'coi'x-)- S'iin'-r <^ i- cu^' r [1= sin'i 

ï» //1|)=^ — 

Donc, en vertu de la première des équations (8) e.X de réqnatiÀll (l l), 
ou doit avoir, lorsqtie le point ij'j Ç' décrit l'cHipse, 



• («*CM>x+p*«in*<)* 

OU bien 



-j= /{x,)dji\ (sina , 4- sin/,) = asiiixcosiy f{x^)(U, 



Cette équation devant avoir lieu quand le point |, Ç décn^ une oer- 
taine courbe nir la calénoide» nous pouvons noua donner arbitraire* 
ment cette courbe, en poiant jr^f(x)t d'où 

= * H- »>(«), jr,^x-if(x), 

et, par suite, 

« = b(x,) = 6(7,), 

les fonctions v et 9 ne dïfiïrant que par le ligne de i. On a par con- 
séquent auHt 

Maintenant, m l'on prend pour et F(^,) les deux fonctions 
attirantes 



/M 



« eoi [«I — o («, ]] [ z' cos' o (.c, ) -H p* no'a («,}]' 



Ftr.) ^ï^^^iii • 

'équation 
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représentera une certaine surface d'étendue minimum, et il est évident 
que lorsqu'on posera, dans Tequation de cette surface, v(x,) = r, 

on, ce qui revient au nïëme, 5 ! jr,\ — jc, on obtiendra une cotirbr ih- 
nive:m dont r('>(|uation différentielle sera précisément celle de l'ellipse 
donnée. Cette siirfdce passera dune par une com be égale et parallèle 
k cette ellipse, et que Ton pourra amener à cmncider avec elle, par 
une détermination conTenable des constantes d'intégration. 

Pr<»posons-nous, pour prendre un exemple simple, de déterminer 
la surf;ic(> de telle sorte que, lorsque le point r,\ ^ décrira l'ellipse, 
le point I, ^, Ç décrive un parallèle de la calénouie, deiiiu par la con- 
dition y — j g. On aura alors 

X = a-, — r, + ir,. 
Nous p^oserons donc 



> 



On voit par là ipie, réciproquement, si in, rif p, k représentent des 
nombres donnés, l'équation 



a^tUDX.COSJr,}* 



1 

est celle d'une surface d'étendue minimum dont une des courbes de 
niveau est une ellipse. Les axes de cette ellipse, qui sont parallèles 
aux axes des ^ et des ri, se détermineront aisément, en identifiant les 
fondions de et de jr, que renferme cette équation, avec celles qui 
sont écrites ci-dessus. 
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NOTE 

SVVi 

LES SYSTÈMES DE SURFACES ORTHOGONALES; 
Pm m. V. PIJISËUX. 



J'entends, suivant l'usage, [invsj stènudesurfiteesort^onales l'en- 
semble de trois groupes de sorfiices lek, que toute surfoœ de l'an quel- 
conque des groupes soit coupée i angles droits par toutes celles desdeux 

autr es. Li's surfaces d'un même groupe peuvetii être représentées par 
une ec^ualipi) entre les coordouti(>es x^jr, z et un paramètre qui varie 
d'une surface à l'antre : celle équation, si on la vétiovX par rapport au 
paramètre, le donnera égal à une fonction de /, s qu'on peut con- 
cevoir développée en série suivant les puissances entières et positives 
de ces variables. Aux trois groupes de surface.s orthogonales répon- 
dront trois développcoients de ce genre : je nie propoî>e dans cette Mote 
d'eiprimer les cocfifictenis de ces trois sérica i Taide d'indéterminées 
qu'on puisse choisir arbitrairement, en sorte qu'en attribuant 4 ces 
mdélerniinées toutes les valeurs possibles, ou oblieiuie tous les sys- 
tèmes possibles de sui f;K es orllio^oiiales. tic t akiil, qui se réduit à la 
résolution d'équations luiejires, s elleclue aisément, comme on va le 
voir, pour les coefficients des termes d'un degré inférieur au quatrième j 
il devient plus compliqué 4 mesure que l*on considère des termes d'un 
degré plus élevé. 

Kii se bornant, c onnue je le fais ici, aux termes du troisjouie dtgrr, 
on obtient pour les coeiiicients des expressions d oit résultent luune- 
diatement les beaua théorèmes de MM. Dupin et Lamé sur les surfaces 
ortliogonales. La même analyse rend évidente cette remarque déjà 
faiif ]iar M lloiiquet [Jnurnnl de Mnthcnmtiqucs , t. XI, p. (pi iiii 

groupe de suriac es pris au hasard ne peut pas en général laire partie 
d'un système orthogonal. 

Soient X, Y, Z trois fonctions de x^j^ » telles, qu'en les égalant à 





dY d7. 


dY 


dL 


djr dx 


d^dV 




l/z 


d7. d\ 


,/7, ,/X 


dl. 


d\ 


dx dx 


* ~dj dj 


-t- 


'dz 


dXdY 


rfXrfT 




dY 


dx dx 


^ ^ 
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del panuiiétreft arbitnim, on ait ks équatioiu de trois groupes de 
«iirfiKes orthogonales. Supposons, ce qui est permis, les axes de coor- 
données dirigés suivant les normales aux trois surfaces qui passent 
par l'origine O. Cette origine prmvanl ëire un point quelconque, il est 
également permis de supposer les iouctions X, V, Z développées sui- 
vant ka puissances entières et poddves de j, z en des séries qui 
seront convergentes, an moins pour de petites valeurs de ar, s. Ces 
fonctions doivent satisfaire aux trois équations de condition 

(0 

'dx dx * dj dj ^ .tz 'dz ~' *** 
.«K d\dY rfXrfT . </X dY 

<]ui exprimait que les surfaces des trois groupes se coupent mutuelle- 
ment à angles droits. De là résultent, entre les coeflicients des dé* 
velopi>ements en séries de X, Y, des relations que nous allons 

chorclier. 

Nous pouvons admettre que les surfaces des trois groupes qui 
passent par l'origine répondêal à des valeurs nultes des trote para- 
mètres; car il suffirait pour remplir cette condition, n elle n*avait pas 
lieu, d'augmenter ces paramètres de quantités constantes. Les fonc^ 
lions X, Y, Z s'annulant pour « = o, ^ ss o, a s o, posons 

X =s ax -I- H- csH-..., 

les termes non écrits étant au moins du stfcond degré. Mais les cosinus 
des angles que fiiit avec les axes la normale ii la surface Xsso au 
point O sont proportionnels à a, b, c, et, d'un autre o6té, cette nor- 
male doit se confondre avec Taxe des : on a donc b = o, c = o. En 
outre, en multipliant par un fadeur convenable le paramètre des snr- 
t'aces X, ou rendra le cuellicieut a égal à i : nous pouvons donc poser 

X s X + ox' -I- -1- j!S* + a A/"* -h aFax -i- aHxf- -H. ..t 
les ttrmes non écrits étant au moins da troisième degré, et pareille- 
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ment 

Y =jr -t-bjr*-i- ez* -t- aBzx -f- -xHxr -+- a 1 >» + 

En substituant c«s valeurs de Y et de Z dans réquation (i)» on trouve 
qu'elle devient 

les termes tiori ('■ct iis <''t;uit ilii second degré an irmins. Cette équation 
devant avoir lien quelles que soient x^j\ z, il eu résulte 

B + Cbo, I+isso, E+es=o. 

On troavna de même à l'aide des équations (a) el (3), ou par la per> 
mutation des lettres, 

C-hA = o, G -h g = 0, F-f- /= o, 
A 4- li = o, H + /i =r o, D -+-</= o. 

11 suit de là 

A — 0| B = Oy C s Of 

D=-f/, E—-e, F = -y; G= — g, H = -/r, l=-i. 
On a donc 

X = « + ax*-t-tfy*+ gz* —^fzx — ahxy+,.., 
Y -1- 4- + — %dxjr — a/js +..., 
Z = s 4» + ./Sr*-+- ij^' — a cj'S — igxx -h..., 

ou les neuf constantes a, 6, df e^/f g, h, i peuvent être prises aribi* 

trau'ctucnt. 

Poussons maintenant les développements jusqu'aux termes du troi* 
sième degré» et posons 

X = x-t- rtar* + dj' + gz* — a fzx — a h.ry ■+■ y.r* -h my* -t- 
T«M VIO («^ iMa).- Oonm iM3. 43 
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(6) 



Z = z + cj* yjr* + ijr' — ac^2 — ^gzx -f- /a* •+• or* + rjr* 



les termes noa écrits étant au moios dn quatrième degré. 

En substituant dans l'équation (i) le> valeurs de Y et de Z qui 
viemieut d'être écrites, ou trouvera 

( V*+7 + *)**-*- (4*» + 4 « + 3i-»-Ç)r* + (4« -t- 4 «' + 3in-ft) *• 
+ (4'/(ï — 4^— 4«'— 4«*— 4«'+ai + a9)jrz 
-t- (/ide^^eg - 4gA+ «/5 + x)»»+ (4g' - 4<jr— 4'/» + aÇ + f ) JÇT 

les termes non écrits étant du troisième degré au moins. Celte équaliou 
devant avoir lieu quelles que soient /, s, il en résulta 

i 4y/i-+- 7 + £ = o, 

(a.,) [\hi + .\ei -H '3r -)- | = o, 

4 ce (\ei -t- '^n -i- tj. o, 
(<7«) iHg — ihe — ■>. ci — 2C- — a -»- t -t- 7 = o, 

(«.) 4^<î - 4<'g - 4 é'/' + + X = o, 

{<»,) 4gi - 4f|(/ - 4'/' + + y = o. 

On trouvera de même à l'aide des équations (a) et (3), ou par la per* 
mutation des lettres, 

(b,) 4</i -!-« + C= 0| 

4cg + 4l/g + 3/» + w=:o, 

(*•) 4«/+ Vif 30 + « = «>» 

(*•) 4«/— 4/A — 4*« + ay + w = o, 
4gA- 4*-4«g+ »* + x — 
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a/1— 9<uf — — »A*H- (?-»- p = o. 



4'//— 4<^ — 4gf + aa+ yso, 
{<?,) 4 Al — 4e/~ 4/A + a s + » = o. 

Les trente coefficients /, k, /, m, n, n, p, r^, r, ot, jS, 7, î, ~. 11, 5, 
I, X, X, p., y, c, p, a, T, u, rp, des termes du troisième degré devaut 
satis&ire à cm dix*huit équations, potirroiU s'exprimer au moyen des 
neuf quantités a, ^, e, gj JÎ, i et de douze noDvelleB ari>ilratre8. 
Et d*abord, des équations (a,), (c,), (c,), nous tirons 



(8) K =_/,/;, _ 4e/ _3t, 

les équations (a,), (6»), (c,), (/?,}, (c«) nous donnent ensuite 



csae/+a/ft- aA<-^v, Ç s a^T^- a<ff — agf — ^y. 

Portons ces dernièrea valeurs dans les équations (a, ), {b, ), (c, ), el 
nous trouverons 



(7) 



X = - {^af — 4/'g ~ 3o, 




|3 = -1^ agA — arfe — j X» 



(9) 
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d'où il résulte 



(lo) a = 2 (gi — (If — (ii ], /3 = j [gh~(ie — eg), y = 2{fn - ef— /h), 
(n) = a (rfe - eg - gA), s = a [ej-jh—hi), Ç = a {dj- cU - gi). 

Il reste k satisfaire aiut équations («« )» (^4), (c*), et pour cela il suffira 
de prendre 

i r, = :i[J'-h g,--h ag -h cf — eh) — -, 
(12) (5 = 2 (r/-- + A* + />A + m/ - - p, 

( j = a (e'' H- -H ci + be — dg] — q. 

On voit donc qo*en outre des neuf quantités a, b, c, dt e,/,g^ A, i 

qui figurent dans les coefficients des termes du second degré, on ponrra 
se donner arbitrairement les dou/e quantités /, k, l, m, «, o, p, (j, r, 
/>, ff, T, et qu'alors les dix-huit autres coefficients des termes du troi- 
sième degré, savoir : «, j3, 7, ^, e, Ç, >j, 9, e, *, X, fi, v, Ç, «s, u, 9, x. 
seront déterminés par les formules (7), (8)1 (9), (10), (i t), (1 a). 

En continuant de la même manière, on trouvera que tes coefficients 
des qtiaranle-cinq termes du <|tiatrièmedegré dans les f(>nc:ioiis X, V, Z 
peuvent s' exprimer au uin ven des vingt et une arbitraires jirecodeutes 
et de quinze nouvelles; et généralement, si l'on pousse le développe» 
ment de ces fonctions jnsqu'aux termes du degré, tous 1rs ooeffi* 

cients pourront s'exprimer à l'aide de — arbitraires. 

U me reste à indiquer quelques conséquences des formules qui pré- 
cédent. 

Considérons la surface Z = o. De ce que le terme en xj mancjue 
dans le dcveinpjiemciit de Z, on conclut qu'au point O les lignes de 
courbure de cette surface sont tangentes aux axes Ox, Ojr. Mais les 
intersections de la même surface par les surfaces Y = o, X s o sont 
aussi tangentes k ces axes : ces intersections sont donc tangentes en O 
aux lignes de courbure Z = o. Comme d'ailleurs le point O est tui 
point ([«icIcoïKpie de l'espace, on voit que chacinu' lîc ( es intersections 
est en tous ses points tangente à uiie des lignes de coiirl>urc de Z = o, 
et par conséquent se confond avec une de ces lignes de courbure. On 
retrotive ainsi le théorème de H. Dupin, que dans un système de sur- 
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ftcoft m^hogonales chaque sar&ce d'un groupe <<st coupée par celles 
des deux autres groupes suivant ses lignes de courbure [* ]. 

Paniii les relations établies ci-dessut entre les coefficients des séries 
X, Y, Z, il y en a une, savoir : 

qui ne contient que des cocfBdents de Z. Cette équation suffit pour 
établir qu^un groupe de surfaces ne peut pas en général bire partie 

(l'un systèmo orthogonal : car l'équation f]iil rcptrsi'iifo ce groupe, 
étant rapportée à des axes convenables et résolue j).u- rapport au para- 
mètre yariable u, pourra bien se ramener k la forme 

= z es' + y.r^ -h l' y' — 3 oj-z — 2gz.T -h Iz" t- or" -i- rjr^ 
-t- 7 r^j-+- Çjy - -t- ij^z ■+■ tx ) s' -h Si- X -4- rrjc' -t-/jc -(-...; 

mais il n'arrivera pas en générai qu'on ait 

X = «^g- 

Les développciiH'iits des fonctions X, \, Z ayant été poussés jus- 
qu'aux termes du troisième degré, nous pouvons en déduire les varia- 
tions difTérentielles au point O des rayons de courbure principaux de 

nos surfaces. A cet effet, regardons .r, r, : comme de petites «jnnn- 
tités du premier ordre, et formons, en y iiéjjligeanl les quantités 
du second ordre, l'équation qui a pour racuies les deux niyons tie 
courbure principaux de la snHbce TLss const, au point (or, j Hn 
désignant par R hui quelconque de ces rayons, et prenant pour X la 
valeur donnée par b formule (4)* nous trouverons 

r </g-(4«/y-i-4*i^+4gA'— 'M— gp)jc ] 



(') Dans sc$ Icr .ii^ m Colli -i.' lie Fi'sncc, M. Lioinille i liMin.ntrr li> ini"mn ilico- 
rème en développnnt en sorie, non |K» la valeur du pardinctrc, wa'n celle Je l'une 

des emnlanii<M x, /, * reganiée comme roDciioii des denx antres. 
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le* termes noo écrits ét«nt dtt detnième ordre «u moins. Nommons 
A^ As les rayons de courbure principaux de la surface X s const, au 
point (jr,^,s), savoir : A, celui de la section principale tangente i la 

courbe 

X — const. , Z = const. , 

et A, celui de la &ectiou principale tangente à la courbe 

X = oonst.t Y as const. ; 

sera cdie des deux valeurs de R qui est très-voinm de — ^» tandis 

que A, sera très>voisin de — « On anra donc, aux quantités près du 
second ordre, 

a£/4-a(aar/-t-4A*~p)jc — 6(a</AH- !»)_/— a(a«(/+a)«-t-..., 
{-=- ag-i-a(a<iy-h4/«-i»)*—a(ajA-l-*)j'-6(a/^ +/>)«-!-..., 

ou bien, en exprimant les coeiricients {les seconds membres un moyen 
des quantités indépendantes a, A, f, cl, e,J, g. A, », y, À, /, m, /i, o,p, 

a(a<ii/-t-4A*— fl)jp — 6(aift4-i«)j'+4(rf--«)«-h.... 

^ = - a§ + a(ay » - ag* - ac/-i- as* + t)« - a{rf ~ g) «y- 
— 6(a/£ H-p)s-t-.... 

11 snit de là qu'au point 0 on a non^seuiement 

(i3) ^=-a</, i^-'g» 

mais encore 




Digitized by Google 



PUBIS ET APPLIQUÉES. 343 

^ommous pareillement et B;, l^s rayons de courbure princi|)aux 
de 1« aurfiioe Ys= coast., savoir : B« cdm de la section principale tan- 
gente à la courbe 

Y = const., X = const. , 
et B« celui de la section principale langenle à la coiiHbe 

Y = const., Z = const. 

Enfin appelons C^. et C, les rayons de courbure principaux de la sur- 
face Z = const., savoir : celui de la section principale tangente à la 
courbe 

Z = const. , Y = const. , 

et celui de la section principale tangente à la courbe 

Z s const., X as const. 

£n raisonnant connue on l'a fait pour établir les équations et (i4 )t 
ou bien en permutant les lettres qui y figurent, on trouvera qu'on a, 
an fwint O, 

(15) 1;=-=»^. î; = -^*» 

et encore 

(17) 

(18) \ « <0r 
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Dans les équations (i4), (t6) et (18), minplatoiis e,/, gt A, 1, par 
leurs valeurs tirées des équations (i3)» (i5) 01(17); il viendra, toujours 
pour le point O, 



r s A, a a« 



f x A, I I I . 



'4 

, ^B, I I I art 
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,33) 



Reiunrqiiuns spédalemept les »ix formules , ( :!3), («7), (39), 

(33), (35), er niissi ces trois :nitres qui résultent immédiatement de la 
combinaison des équations préc<identes : 



rf' rfr " a; * B* 



et,* 



1), l I I 

c, j. . j IL. 



Diins ces oeuf équations, qui ne renferment avec les dérivées des 
rayons de couriiare firinâpaux que ces rayons eux-mêmes, on peut 

Tmm VItl (9* iMt) - OcNMi iMS. 44 



346 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES 

regarder dx, ftjr^ dz comme les différentiel les des arcs des trois courbes 
formées par les trois intersections iniitiielles des surfaces X = o, Y = o, 
Z — o, prises deux a deux. Ces équatioirs acquièrent alors une signifi- 
cation indépeudanle du choix des axes de cordoiinées, et elles s'ap* 
pliquenr, non^eulement à l'origine, mais à un point quelconque de 
l'espace. Ainsi entendues, elles ne sont autre chose que les formules 
connues de M. Lamé. 
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THÉORÈMES GÉNÉRAUX 
CONCERNANT DES FONCTIONS NUMÈIUQUES; 

Pak m. 4. uoumiiE. 



1. Soit m un nomhn- entier donné et n un nombre «'lUier qiielcoiujue 
premier à m (runilé est toujours une des valeurs de n). Soil de plus 

n = dâ, 

en sorte que r/ repréiiente un quelconque des diviseurs de n et ie 
diviseur conjugué. Nous posons ces définitions et ces nobitloiis une 
fois pour toutes. On voit que l'entier n peut prendre une inBnîlé de 
valeurs, et qu'à chaque valeur déterminée de n répondent en géné- 
ral diverses valeurs de </, â. Mais /i, d et â n'ont jamais de facteur 
premier commun avec l'entier fixe m. 
Gda étant, coroidérons cinq fonctions numériques de n, savoir 

A(J»), G(«), PC«i, y^//), 

vérifiant, pour chacune des valeurs indiquées de r, les deux relations 

(I) ^Aid)G(,â) = Hin) 

et 

(a) 2A{rf)P(c?'=g(«), 
où le signe 

2 

porte sur tôt» les groupes d, ^ pour lesquels n s dâ. 
Il j aura naturellcneni une certaine relation entre les quatre fonc- 

44.. 
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tion» 

G(«), H(«). P{ii), Q(«). 

(iesl celle relation que fournit n<ilre premier théorème. U cuiisisie en 
ce que tes relations (i) et (a) entraînent celle-ci ; 

(3) ^W)G{â)^2^id)Hià). 

La démonstration, que nous supprimons pour le mouienl, est très- 
simple. 

Remarquons en passant le cas particulier où Ton aurait toujours 

A (</)»!. 

i.es équation» (i) el (a) i>e réduiraient alors à 
et 

0U| ce qin revient au même, à 
et 

2P(<0 = Q(«)j 

la relation (3) subsisterait. 

2. 1-1 relation (3) est le ivstiil.il (l'une sorte d'élimination entre 
Ifs rolntions (i) el {a] où figinc la fonclif)!! A («) dont la r< h(ir)n (3) 
ne dépend plus. Dans le théorème que nous allons donner maiuto 
nant, il y anra deux fonetkma éliminées à la fois. 

Considérons en effet six fonctions numériques 

A(//), G «), H(//), P(/i;;, g^«), 

vérifiant pour tontes les valeurs de n indiquées plus haut les deux 
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équations 
et 

(5) '^:\{H)?{â) = J^B{>rxH^). 
Admettons de plus que l'on n'ait pas constamment 

A(n)s=o 

et 

B(«j = o. 

Je dis que les relations (4) et (5) entraîneront oelie<!i 

(6) X^id)G{â)^'^V{d)U{â), 

résultat rnmarquable, ce me semble, mais très-aisé encore à établir 

En cntisidiTatit des lonclioiis numériques particulières, on tire de 
nos deux théorèmes une iuule de cousequeuccs plus ou moins eu* 
* rieuses. 

•*). Désignons actuellement par 

nn diviseur de n de l'ordre p. ; en d'autres termes» soit D un diviseur 
de n tel, que ly divise aussi n. PAis admettons qu^eotre deux fonc- 
tions numériques 

/(«). PI»). 

aa ait, pour cincune des valeurs dont n est susceptible, la relation 

(7) 2/ (^) 
le signe 
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portant sur toutes les valeurs que O oomporte : iVintlé est toujours 

une f|p cos valeurs. 

Par l iquation (^), la fonction F s'exprime au moyen de la fonc- 
tion f \ miHB on peut aussi s'en servir pour exprimer / an moyen 
(le F. 

Décomposons n en facteurs premiers sous la forme 

et distinguons les nombres premiers a, 6, Cvtdont les expuMaiits 
a, 7v< sont égaux ou supérieurs à jx, des autres, tels que dont 
l'exposant c est plus petit que fi. La valeur de 

/(«) 

sera 

les signes sont alternativement -i- et — ; par 

on désigne la somme 

relative aux nombres |>remier8 a, c,..., mais pas aux nombres 
premiers If, etc.; la somme 

se rapporte à leurs produits deux à deux, et ainsi de suite. 
4. ]e dis qu'une fonction numérique 

*(«) 

est decomposable en iacleurs quand on a 
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A, gt...t désignant, comme il a été dit ci-dessnSf les facleiira 
premiers distineis de k quoi j'ajoute Ja condition 

*(i) = . 

dont j'ai reconnu l'utilité. Les fonctions numériques dccompo&abies 
en facteurs ont des propriétés spéciales, et it est avantageux de savwr 
reconnaître si une fonction dont on s'occupe présente ou non ce 
caractère sin{;;nlier. 
Or on peut d'abord prouver qne si l'une des deux fonctions 

/t"). F{«). 

liées entre elles par ré<|uation (7], est decomposable en tacleurs, l'autre 
fiemctioo Tôt également. Dans ce cas on a 

/ in') ^ F (a") - Fia'-''), 



relativement aux nombres premiers a, b,... dont les expoaaots a, jS,.-. 
sont au moins égaux à fi» et 

/(g') = F(g'>. 



relativement aux autres. Le produit fournit la valeur de J (/jj. 
5. Soient 

trais fonctions numériques liéps entre elles, pour toutes les valeurs 
que n peut prendre comme 00 l'a expliqué au n* 1, par la relation 

sa deux de ces fonctions sont décomposables en facteurs, la troisième 
le sera aussi. Que, par exemple, /(n) et F (n) soient décompoaables 
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vn facteurs; alors (i {n) le sera égalemeni, ce qui permettra au besoin 
de tirer plus facileniefil <!p l'équation (8) la valeur de ^ [n). 

Il en serait de inèinc .si au lieu de la relation (8) on avait celle-ci : 



Si trois de ces fonctions jouissent de la propriété de se décomposer 
en facteurs, la quatrième aussi sera déoomposable en facteurs. 

7. Les propositioi» de nature diverse que je viens d'énoncer, et 
quelques autres qui les coinpIètent,abrégent beaucoup certains calculs, 

et doivent (quoique fort simples; être regardées comme fondamentales 
djjus la tlit-oric tlus fondions luuiiériqucs. On en déduit une sorte d'dl- 
gorithuie régulier et général auquel j'ai tait allusion ailleurs (^cahier 
de février i858, p. 66). le les ai démontrées et développées» il y a 
quelques années déjà, dans un de mes cours au Collège de France^ 
et j*ai cru bon de disposer, pour en dire ici deux mots, de quelques 
|)agesqui restaient libi'es. L ue autre fois j'entrerai dans tous les détails 
que le sujet exi^ quand ou veut le soumettre à l'examen approfondi 
qu*il mérite. Observons seulement que nos théorèmes resteraient vrais 
si au lieu de prendre pour valeurs de n les nombres premiers à un 
entier donné m, on admettait tous les nombres entiers i, 2, 3 s^ns 
exception. Cela revient à supposer m = i, ce qui est permis. Lu fai- 
sant m Bs 2f on ae réduirait aua nombres impairs. 



(9) 




entre lesquelles on ait la relation 



(lO) 
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MÉMOIRE 

tSur la (listrihiition des c/iistici/r\ tintoiir cluujue point d'un 
sufide ou d un iiiilicii de context lire quelconque, particulière' 
ment lorsqu'il est amorphe sans être isotrope; 

Vàm M. 0B SAINT-TENANT. 



Préflenti à l'Académie des Sciences le i6 mars i863 [*]. 
DeUZIÊMB ARTICLB [**]. 



$ m. — Surfaces donnant la tUstributim des étattieitéM autour 

d'un même point. — Maxima et minima. — Distribution ellip- 
soïdale des élasticitéx directes. — Solides ou miUeusc amorphes, 
— J/Uégrabilité ties équations. 

9. Sttrfiwe du quatrième degré dont les rayons vecteiàv sont les 
ifwerses des racines quatrièmes des élasticite's directes. — Appliquons 
la formule u'i if rrdt^ (33) à revaluation du coefficient d'élasticité di- 
recte dans un sens x' quelconque, c'est-à-dire du coefficient par 
lequel il faut multiplier la dilatation d^^r daus ce sens pour avoir la 
composaDte p^,^, dans le même sens, de la pressioD engendrée sur 
l'unité d'une fiice qui lui est perpendiculaire. * 



("] Complet rtndtu dtt «Aumw» t. LVI, p. ^'jS. 
[••] r«A> M«i et wpMnbK 1863, t. vm (»• irne), p. aS?. 
Tes* Vin (a* ÊMty. — Ifonou |M3. 
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En metlant af pour ii» s, s', y', et 

en faisant A^^-^y = A, c,^ = C„ fy«*s= C,, C,j, = C,, OB a: 

A = f, :ij.cv -I- ;i, c,. -i- c. ou 
A = a,„xCi 4- a^c; + a,,„cî + 

+ 4(a,^ + aa*w^r)cJc,'C, 4- 4(«»w+ ««W»)«y«tC*+ 4(aMjT+ aa/«r)c;c,c,-f- 
+ 4anr'C:rCs-»- 4a«^ÎÇr+ 4aw*c;c,+4B;«,,c"c,+ 4««^c»c^+4«„T»«r'<'- 

Si, en Iraiispuiiaiil l'origiue au point (x, z), l'on porte à partir 
de ce point, sur chaque droite de direction qtn y passe et qui fait, 
avec les eus, des angles dont c«, cy, c« sont les cosinus, une longueur 

w 

les coordonnées de la detuième extrémité de ce rayon vecteur «feront 
■ 

«v 

V A VA V A 

d'où l'on Jéduitf en mettant x VÂ, /"VÂ , z V'^ oostnus, 
réquatioii suivante du quatrième degré pour la stirface fi»rmée par 
rcneenible de ces extrémités: 

I ^ a,a 4- a, j H- a,s)*J«= (a„*«-i- a^/»-|- a^ s» 4- a a,^z + a a„ + a «W »:» 
•jmboliqiicnMoi, «u 

I = a^jt* + a^yj'* + a„„»* 4- 

4- 2(a^H- aii^.lLr»a^+ aa„„)«'*« + a(a^ + aa^^) *V* *»■ 

-H 4 -H 2a*w)«*J*+ 4(»rr« + /*»«-». 4(a,^ 4- aa^)a»jrr -I- 
+ 4a^^'s-»-4a^a^/ 4-4a.«»»ae 4«»*« 4a«^«'j + 4«wJ'* 

Cette surface, dont le centre est à l'origine, et que M. Macquora- 



Digitized by Google 



PURES £T APPLIQUÉES. 355 

Râiikine a appelé Uuinomique {wmçt temion) [*], a été oonsid<^rée 

par M. Hatiyhlon, dès 1 846 [*•], comme pouvant fournir h loi de l'c'lns- 
liciti^, mais sans l;i dénuir, comme nous l'aisoos ici, par ce c|iie repré- 
seiitunt sfs rijyons vecteurs. 

En effet* les quinte coefficients monômes ou bîaômes (que M. Ran- 
kine appelle hmnotatiquef) de son équation donnent, les uns tels qu'ils 
y figurent, les antres divisés par 6, par 1 7 ou p.ir '1, tous ceux des for- 
mules (j) des cotnposiiiiles de pression ou tension, quand on iviiuit 
ceux-ci à quinze inégaux ou quaud on admet les six égalités (8) 
sa Hftygy ^Mxyt^^uxr* etc., conformément à la loi des actions 
moléculail^sel comme faisait M. Haugbton dans son premier Mémoire. 
On |)cnt lettiarrpipr aussi, aver le savjinl Irlandais, qu'ellf so déduit 
immédiatement de l'expression (6) du potentiel on remplaçant 

^yt &■«» S*» %*r^ 

par 

I, X», j% z% axj, 

d'où résulte lucn, comme il le remarque, que lorsqu'on rapporte la 
surlace ^n'i, et en même temps les dilatations et glissements, à de 
nouveaux axes rectangulaires jr', 2', connue 

et 

développés donnent idenlKjucincut les expressions aO. de et dt'i:,. 
en Jj/, . . ., g^^ quand on remplace i)^ par x par ax'j ', 

les coefficients nouveaux de Péquation de la surfiice (4o) seront 
encore les mêmes que les coefficients nouveaux du potentiel (6). Mais 
cela résulte également dg notre expression (39) de [***J. 



[ * J O/i Axes of Elattki^ and ayUttUiae Farmt ( Troataetioiu of the Royal Societj, 
London, p. 268. 

[**] Ok BtfuHliÊlmm ami MMt» ^ soUd aadjhid MaBa { InuutuOaitt tf Irtth 
Jeadtaiar, vol. XXI), p. 164. 
(***] 8*il faut ckicrire gnphiqaaMnt celM turfim en «o traçant par points «Uvene» 

45.. 
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iO. ÊUuUcHés directes maxima et minima, — On les obtient en 
égalant à zéro la diflKrentielle complète de rexpression (39) ou de 

A =s ayy . ayy ; 9yy étint = By ; «t ay étanl = a^rC^y «/Ç^y + dsCcyt 

par rupport aux trois cosinu», ce qui donne 

4ayy. ay (a«</c^'t- a,</c^ + *màcaJi = o, 

et égalant, par suite, aussi à zéro ce qui aiïecle deux des différentielles 
des cosini» quand on a éliminé la troisième an moyen de 

C^^yf/C;^ + C^ydc^y + C^dc^ — O résulunt de Ciy 4- (yy C*^ =» I. 

On trouve ainsi 

' • fw» <V <•■»• * 

le quatrième membre de cette égalité multiple résultant de ce qu'on 
obtient une fraction égale à celles des trois premiers membres eu pre- 
nant pour numérateur la somme de leurs numérateurs, et pour déno» 
minateur la somme de leurs dénominateurs, après les avoir multipliées 
haut et bas par Cj.jt/, c,j.', c^^v respeclivemenl. 

Comme les polynômes uiimérateurs sout du troisième degré eu c^^^, 
c^y, c^f les trois premiers membres donnent, en «^Msiant les dém)> 



coupes, «Il le ten plus fiuHemcat m aMifcn &t TexiweMioB (Sg) Asst^ei'i',, . 
nguièg cODime sod cqiution en coordooiièM pohirn, eo rcmpls^ant le preoncr 

membre par Tinvene de U qmlriine puinaBce da rsjron vceienr et en déleniii< 

nam ce rayon r pour difl'érents angles {x', x], (x', y,), [x', s} en ilcgn'S, qu'en m* 
«crvant de l'cquatioD (4o} en coojrdoaoées i-ectangles. La surlaoe qui aurail pour 
rayons veeteura Itscoifficicals d'élssiiotté directe a^^yy = A nix-ménes serait tout 

aaMi facile V tracer; mais «Ile est du dlxiime degré, car, en faisant = — > = 
f, — - et A=v'*'+7' + »' daui l'équaiion (Sg), on a («"-fc- ss le se- 



-oond membre atn*'' H- etc. de rèqnation (4oj. 
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minateunif deux équitions du quatrième degré en 

propres à fournir, après élimiiMtioat WÛBS valeurs réelles ou imagi- 
naires (Je CCS deux rapports, qui détermîneDt les diredions .1^. 
D\)ù, géuéralement, «eiM maxima ou minima tie l'élasticité directe A 

ou a^.^vx', 

Ou seize diainètrcs cou|>aut normalement la suriace 
Toute dilatatioD i^, daos la direction d'un de ces diamètres n'en- 
gendre, sur un plan qui lui est perpendiculaire, qu'une pœuitm nor* 
male à ce plan, connue l'a remarqué le premier M. Baukiuc; car on a 
pour la composanie taugentielle sur ce même plan, dans le sens j', 

p^y = a^y,.^!>y = a^j^^^dy = 8i:ft/'»A^»c^ + ajC,/+ a,c^), 

ou, d'après (4 1)1 

en sorte que toute pression tan^'ciiiiellesur de pareils plans est nulle. 

Nos uu'rnes iininiiotis symboliques nous serviront à démontrer au 
5 IV, avec une égale facilité, une autre propriété remarquable de ces 
plans, relative à la direction des petits mouvements vibratoires. 

1 1. jéutre mifacc. — On ue peut pas eu construire une qui donne 
de la méuu' manière la loi de variation d'uu des autres coetlicients, 
tels que ayy, ay^yz'» etc., car ils dépendent de deux ou de trois di- 
rections acf, j*f sf et non d'une seule comme ayy«'«r. 

M lis ou peut construire la surface ([ni «Inmie, encore par ses rayons 
vecteurs, ou plutôt par les inverses de leurs racines carrées, les valeurs 
de la somme 

{4a) -•- ««'«•yy + ««va' = S*- 

de VébuUcité éûneU ay^y^ dans le sens af^ «t des deux tusmmtA 
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qu'on a lonque Ton coiisidëfe ce wni et deux des sens qui lut aonr 
perpendicuiaiires. Cette somme» en effet, peut s'écrire 

Sy = ayy .(ayy 4- «yy ■+- a.v)^ 

Or la |)aixnlli<«se a pour vali-ur symbolique, d'après la forinulo i 33) 
(«*Cjc^-H a/C^x -t- a,c„ )* -I- (a^cv-H ayC^-h a,Cj^/ 

Développant, et réduisant eu égard aux reiatioos entre les cosinus, on 
trouve que 

(43) »yy + ayy H- a,v = a,, + »yr »«. 
Donc, en écrivant 

on a 

(44 ) Sy = ( a,c, -4- «yCy + a,c,)', (a« -t- a^ + a„). 

Tirons, a partir du point (.i , > , 3), en y transportant l'origine, des 
rayons vecteurs de longueurs égales aux valeurs de 

w 

relatives à leurs diverses directîoni aif, et bisons, dans l'équation ( 44 )• 

nous avons, pour l'équation du lieu des extrémités de ces rayons, 
I = (a„ + + a„) . { + -I- a,»)«, 

ou 

1 i = (a**««-*-«*rjy + »*x«)x' -+■ (a**ry -I- a^-t- a^)j» 

. .. ] -t- (aj«x a.,.. z.- -+• a„,, ) 2» -f- 

+ 2(a,^, -H a^, -f- a,^, ) j-z -h 2 ( a„„ 4- a^„ -f- a„„ ^ ax -h 
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représentant un ellipsoide qui a été considéré en i846 M. Haugh- 
lon, et que M. Baukine a appelé orthotatique. 

Commp, en le rapportant à ses trois axrs principaux, les trois der- 
niers termes de sou equation manqueront, il se trouve démontré qu'en 
tout point d'un eorp» il ezisi» trois directions rectan^iulaires x,, > <i 
pour icsquelle* on a 

I ~^ ''i >,i,.-, ■•«,«,»,», — 

(46) a^.x.^,.- -+- :«,,v,:,x. + a,,,,,.,, = o, 

d'où résulte, observe M. Hauglhon (p. i63) qu'on peut loujoin-s, par 
un clioix convenable d'axes coordoDiiés recl;ini:;r>lair«'s. diminuer de 
trois le nombre des coefticients dont dépendent les propriéti's élasti- 
ques d'un corps dans ie cas le plus général de contexture, c'est«à-dire 
les réduire 4 i9 si l'on am admet a|, ou à i« si l'on n*en admet que 

l5i.i.'£;aux(n»ï). 

M. R.mkine on ooncliil atls^i <pi"en l'iiil point d'ini corps il existe tou- 
jours trois plans reclaugulaires sur lesquels il u'y a que des pressions 
normales, sans composante tangentidle, engendrées par une dilatation 

i 

supposée égale dans les trois sens X,^ jr,^ ?, normaux k ces plans 

(et par conséquent aussi égale en tous sens s'il n'v a pas de glis- 
semeuls p, , g;,r,» ë'j;'» -''ors pour tout sens x la dilatation est 
Jj. = i'* . c_J^, -h . c^ ji -h d . c^jc = d ). En eflet| toute composante tangen- 
tielle due à cette dilatation d 

«• 

est nulle, ainsi que p^^.f Px,,,} directions j:,, jr,, z, sont choi- 
sies de manière & satisfaire aux équations (46)[*]. 



(*] II. Bankine appelk wrAoMtffM* les U«isdiiiNiionsx, Miui dMoict, et 
«rtkciatiqmemtia iutnpe m «orps ébMiqae dans leqael, pour toutes les divtctiom rec» 
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12. Cas de trois plans A sjmétrie de contexture. — Revenons à la 
siirTac e du qiMtrième degré (4o) et à l'expreaMon (39) de l'élasticité 

directe. 



Ungataires x„/„ s, possibles, les Irais équations (4l>) seraient satisfaites. Alors t'el- 
Upsoide (45) se réduit à une sphère, on la somme ( 4a) Sy «M ég«k en tamt teiu; car 

l'tkiuatinn '4^:. o = .i,'^/./-|-ay,y ,/ -I- = (a^,/-j-:y,. + a,',')a// pour 
tous Its sy-,ii'nifs x', y, z\ revient, vu l'egalitc (43) et la formule (33), k 

o = ( a„ -h a„ a„) . ( a, -+- a, Cf^-Jr», e-.f) {»,c^ + Hj c,,» -f- a, tv )• 

EHertiiant la muliiplication des doux dernirrs factetirs, miiltipliint rnsiiiie par le 
premier et ciïaçant comme nuls le» trinômes de la forme (46)i pu>^ désignant ana- 
loigiqiKineiit pir fin ^ % la trais premiers emOieieiiis iriBAmc» de TéquiiioD (45)« 
ilmte 

o « c^Cj^S, + V V ^ V*^^' = (^~~ ^) <V (S« — S.) V'*'»»'' 
Or cette éqnetiev ne peut être selisfirite qnels q«e soisttt et que par 

per ceoMqnent r^qmlioa (4S) de la nirbce se réduit i ts(a>H-y*+«*)S^$ «t 

Sy ("St égal en (oui st-ns. 

Mais M. Hankine observe très-bien qu'en remplissant toutes ces conditions le corps 
n'est pes pour cela tMtntpe rampléfeneot (fMuitaUealiy)cn dam le sem que novs at- 
tachons à Cl mol :iV('r !iy. 

Il construit aussi une surface qu'il appelle hétémtatique, donnant les valeur» de la 
diilerenoe 

qu'il crait pouTuîr eikler entre une élattkUé Uairaie 
et Tiusnoifi «uraimiucou m uennii 

de mêmes indices. On a pour celte diCTérence, s'il y en a une, 

D — (a, -+ ^fÇj^ H- a, c.^j- \a, c,^ -t- a^ty^ ■+■ a, c,/',' — 
— [(a« <"i;' + <>/ -i- a, ) [ a, f,^ -|- a, c,,. ■+■ a, r„- '/]'. 

Si l'oo développe, il y a évidcmmeat disparition des termes eu a^Bi • • • « a«v« cl 
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Si la contexture du corps est mécaniquemont symétrique par rap- 
port au plan jz, c'est-à-dire si tous les coefficients d'élaslicitc restent 



autres où tout interveriiiueincnt des sous-leUres est permis dans toute hypoUièse (n" ij ; 
et li l'on ■ épri aux rdftUom coniraes 

on obtient 

doniH' lin dlipsoitie pour cette surface doat le» rajoas vecteur» dan» le» diverKs 

directions x' ont des longueurs -4=* 

Hais on a es loat tens D = o, et cette surface n'existe pas, pour ceux qui ne 
•e ferment pu Ik admettre les six égaillés complémentaires (8), o» qui attribuent aux 
divers coellîcients les valeurs résultant du calcul des actions moléculaires. 

M. Rnnkine étudie .lutti, »ons le nom de K^OMitifue*, k* dinctioos fMtaagufaUfC» 

jTi, Zj telles qu'on ait 

n «o existe» snr Mwt plaB, «hox paires dont diaeniie «mpe l'autre i 4S degrés; car si 
j*f t' sont denx ArselioBS rcctsnpilaiKS incées tnr «• phop canne on a 

a,, sa V CD» /.) -(- a«f ain(jr% jr,), a,,ss - sin (jr', jr.) 4< a^ co»(jr', y,), 
l'on uwiTC fiwîlflnent 

. (47) »7,/.r. «.—•».•.«./.= î (4'V.'/.-' + a//^y — ay ..,...) sin4(/',/,f +- 

+ (»///•' — ««'^•'r'^ e<»4(7'»ri}i 
il'aà» si le prenier ncmbre est posé nal, on lire pour Tangle {f, y,) knit valeurs 
diUefant cooséctilivement de ^ 

I] noinme axes mélataliqiief ^r»ir(pmNr MUX dontlndireclÎMMx', j^, s'aontielle» 

qu'on ait à la fois 

Comme on peut remplir cette conditlun en tniit point d'un corps, il y existe, par cela 
seul, six autres pareils axe» d'après ce qu'où vient de voir, ce qui fait oeuf en tout. 
T«MTIU(i*sMa).>Hw«nuiW. 4^ 
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les même» quand on prend directement Opposé à jr, en laiisaot / 

et s dans leurs direclions, comme on a, alors* 

Cj,^=— .1, Cfyt=i%t Cm'ssi c» ton» I« Mitres «kîbo» nnb, 

d'où 

ay s= — a„ ity = a^, = a,, 

les cocfficionts a,,.^, a,,,., »Masr^ *r«»" ^•••f a^x^. "V..-" 1"' 

ont X ( oiniue soiis-leltre une oaJrois fois, doivent être nuls d'après 

la formule (33). 

S'il y a aussi symétrie par rapport au plan «», a„^.t f^w^t *jr^7s* 

a,.., doivent également s'annuler, en sorte qneles douze cocfticients <les 
deux dornicros lignes i\e !'p\pre<sion [3^) ou de l'équation ( Jo) (coef- 
Bcietits que M. Rankinc appelle de tension oblique, ou élasticités asy- 
métriques) disparaissent, et alon la aymétrio eiiate aniH par rapport 
au troisième plan coordonné. 
Faisons donc, pour abréger, 

(48) - a^^ssa, a,,,j, = b, asns^c, 

les équations (39)et (4o) se réduisent k 

(49) A=ac* 4- bc* -t- ce* + a(ad-l- dOc'c» + a(ae+e^cJci-i-a(af-»-P)c»c^, 

(50) i=ajc*-i-bj*+ca*-f-a(«d+d') ;-'2*-h 2(ae-He')a'x»H- 2(2f+f')x*^*. 



Enfin il appelle miUMOquement ttaW^tt m Mlide oA 1m lîgBm d* toutes les ditxc- 

lions jouiismt de celte pniprift' -l'i, rr rji'i entr.iîru' .iimi, pour toutes If» tlirerlion» 
recUDguiaires pu^ublcs z' , U nullité de ce qu'tl dp|>tfll« la iliffereocc inctalaiiqiu; 
{h prcniêtc pareadièaeda Meond mcnlm de(47)]} «a ce «pi entnlM b rebtion 

Mais (de incroe qu'on vient de voir pour les directions orthotatiquet) oe corps «si 
loin iTélre îiotrope compUieiDent on ptiimulqtiaïKitt, comme dit le aième uvant, m* 
l|liel on dnit nn grand nombre d'antres remarques, dont celles qui se rapportent à des 
coordonni ez et eontraordonnéti uUiqucrt ne sont pu k» moins curieiisc*, «t sont tta- 
ployeeï in^ènieoaeMat |Mr lini reKplicaiioa.d<i Jiinw fawawile<tM>wni. 
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Les équations (4i) propres k fournir les directions et les grandeurs 
des demi-diamètres normaux k là snr&ce (So), on les maxima et minima 
de la valeur (49) de sont 

/ [■eî-H(»f-hf)c;4>(»«-t-eOc?l'-» ^ [(af-4-r)ci->-bc;-f-(3d-t-d')cîJcy _ 

(5.) : 

* c» 

Elles donnent pour les cosinus ou leurs rapports, et pour A, les 
ti-eize systèmes (suivants de valeurs 

Cjr s o. Ce = o, = f , A ss a, 
(5a)|c, = o, C,= 0» C*ai, Aasb, 
C,= 0, C,asO, Cjaal, A««C;. 

B O, avecdis valcan snatocjne» de CjrZc, «t de A, 
C, = O» avecde» Ttlen»aoalo|pm dé Cjr '.Cg et de A } 

Enfin, ce qd lénllt dee tro» tMientiiAws cuiéce de (5 1 ) igMn entre ellce. 



(53J 



(541 



^=^\/ h^V»« ' *^^=^v^ gH.«;+N/ 

si N^=(b-af— f){c— ae— e')+(af+f -ad— dOCad+d'-ae-e*), 
= (c - ad -dot» -af- f )4-(ad+d'— ae- eT(ae -ttf -af — f ), 

N , = (a - ae - e'Xb - ad — d')-(- (ae +e' — af — f 'Xa f -I- <* - a d - d'), 
>bc— a(ad-Hd')'— b(aeH-e')'~-c(afH-n'+a(ad-HdO(ae-<-e')(af-4-r) 



Les trois sternes (5a) dounenl pour maxima et minima les élasti- 
cités suivant les ^Biections d«a axes x, j-j a. 

Les systèmes (53) ikwnent six autres maxima ou minima, suivant 
des directions de lignes tracées deux & deux et syméiriquement dans 
les six pires d'angles plans des axes ^ et x, a et « et/. 

46.. 
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Enfin let ijntimes (54) donnent quatre Buzima ou minima, tous 

égaiix en g^randeur, et dirigés symélriquement dans l'intérieur des 
quatre paires d'angles trièdres opposés formés par les trois plans coor- 
donnés. 

Les trois solutiotM(5a) A s= hrjr* ^mm existent toitjotirs. 

T^s six solutions (53} dirigées dans les angles plans yz, sXf Xjr 
n'existeot point, vu l'imaginarité des rapports des cosinus, lorsque 

ad -I- d' est comprit entre b et c, 
ae + e' est cemprit «nii« c et a, 
af-H f en ooinprii entre a et b; 

et elles se confondent avec une ou plusieurs des soliuions [ù-i ) a, b, c, 
quand un ou deux des binômes (55) atteignent une de leurs limites 
a,b, c. Ce»mt les conditions, probablement toujours remplies dans In 
nature, pour qtw. les è/asticitr's directes A —nyyyj^ varient graduel- 
lement dans les trois pians principaux, c'fst-à-dire ne croissent pas 
(l'abord pour décroître ensuite, ou réciproquement, en allant de l'une 
à Tanire de leurs valeurs principales b et c, c et a, a et b. 

Alors, pour que les maxima et minima (54)» de l'intérieur des anglt-s 
trièdres, n'existent pas non plus, il faut, ou qu'une ou plusieurs des 
quantités N^fN^i N« s'annulent, car alors ces maxima ou minima se 
confondent avec a ou b ou c; ou qu'une des trois mêmes quantités 
N«i Ne ait un signe diftérent de ceux des deux antres, en ,sorte 

qu'un au moins des deux rapports ^ = y/^' ^ = y/^ imagi- 
naire. C'est bien ce qui a lieu, par exemple, si, les conditions (55) étant 
remplies, et les coefficients a, b, c étant supposés rangés par ordre 
de grandeur en sorte que 

a>b>c» 

ae-t- est ou plus petit que ad -1- d' ou plus grand que if + f, car 
il résulte de a>af+f'>b>ad-l-d'>c et de a>9e-i-e'>c 

que Nj a ses deux termes positifs quand ae + e'< ad -+- d', et N.. 
les a quand 3c + c' > af + f, tandis que, dans l'un comme dans 
l'autre cas, a ses deux termes négatifs. 



(55) 
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Mais une pareille relation de grandeur, qui ferait tomber ae + e' 

hon de l'intervalle de ad -h d' à af -t- est bizarre et ne saurait guère 
être non plus clans la nature, car lorsque, les conditions (55) étant 
remplies, l'ou a a>b>c, on a probablement aussi 

ad -H d'< ae 4- «'< f ' + f. 

Or on peut très-bien encore, avec cette dernière relation, avoir 
"Syi Na de 4%fief non senéiaUeig tnais les conditions de cette diflié- 

reitcc de signe entre Tune et les deux autres de ces trois qtiantitt^s 
ne peuvent pas èire exprimées d'une manière g«niérak'; et il faudra, 
dans chaque cas, s'assurer numériquement qu'elles sont remplies, si 
Ton veut être certain que les nombres adoptûs pour les six coefficients 
a, b, c« d = d', ese', f=r, que l'expérience ne pourra que rare- 
ment fournir tous, donnent aux «élasticités une loi simple et naturelle 
de variation <lans les divers sens. 

1.'. Distribution pjlipsoidnh des éUuticités, — ^ l'ou fait, dans les 
formules du luiméro précédent, 

(56) «itad + d'=!i±2, ae-i-e's=*±;, af-hP = î±^, • 

^ ' 2 3 i 

(Sj) ioil ad -+- d'= ybc, 2e-»-e =Y'cai 3f-Hf' = vab, 

ce qui remplit bien les conditions (55), les valeurs (54) de N,, Njr, 
sont nulles, et les solutions (5.'|), donnant des maxima et minima dans 
les angles trièdres, rentrent dans les solutions (Sa) donnant celles qui 
sont dirigées suivant les côtés x, j, s de ces angles, en sorte que 
celles<ei, c*e8t-4-dirè 

a, b, c, 

« 

donnent alors les seuls maxima et nrîninia absolus on relatifs de Télas- 
ticité directe A ou ayyyy. 

Quand on a les moyennes arithmétiques, on les relations (56), la 
valeur (49) de {'«'Instirité directe dans un sens quelconque (c,, c,) 
se réduit, vu cj -h -»- = i , à 



A ss ac| -I- bc/ -1- ccj, 
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et réqualion (5o) de la sur&oe, à 

I = (or* -t- + s^") (iix» + b/» -4- ca»). 

Celte surface dont les rayons vecteurs sont les inverses ^ des racines 

quAtrièraes des élasticités, est loujours.du quatrième degré; mais on 
voit qu'il y on a une autre, dont les rayons vecteurs sont les ioverses 

4s des simples racines carrées : c'est l'eliipsotde 
(58) I = ax» -4- hy* es». 

Quand on a les nioyenties gt-omélriques, on les relations (57), les 
seconrls membres de (^9 5o; (Unirnnrnt des carrés parfaits, 

non plus s^'mboliquetncnt mais réellement, et ces deux equations se 
réduisent, en extrayant les racines, k 

( 59) VÂ = ci V a -+- c; V b -h c? V c, 

(60) I = x'Vâ +7^' y/b 4- s' Vë. 

La Burfoce dont les rayons vecteurs sont les— se réduit k un ellipsoïde. 

Un pareil mode de distribution des élasticité» t^^iige, dans le solide, 
l'existence des trois plans de symétrie de contexture, rectangubirea 
entre eux, que nous avons supposés au numéro précédent} car comme, 

en prenant pour axes coordonnés x, j-, z les axes de figure d'un ellip» 
solde, il n'v a dans son équation que les lennes en x', r*, r', l'équa- 
tion du quatrième degré (4o) n'aura, pour les mêmes axes, que les 
termes en x\ j \ z\ j-z\ s*x», jc*^», en sorte que les six coeffi- 
cients t »gM^f . . 1 9,ypt de la dernière ligne de cette équation (4o) 
seront nuls pour ces axes, ainsi que les trois sommes telles que 
a^j/ï + ^^ij^j^v ravant-dei niere ligne, ce qui entraîne aussi la nullité 
des six coefûcieiits qui composent ces sommes, si l'on admet que a^^t 
et Htxv °^ égaux ou seulement de même signe, et ainsi des deux 
antres couples. Or celte nullité des douze élasticités asj-mâriques 
caractérise (numéro précédent ': l'existence <les trois plans de symétrie. 
Observons que l'expression (49) a^yyy s= acjî^ h- . met en lumière 
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la condition connue pour que It eontmture soit ^alê en toui sens 

autour d'un axe, celui des x par exemple, car ceUeégalîté exige non* 

seulement b = c, c=f, e'={', mais encore ^yyyy — h=:c |iour 
toutes directions de .r' perpendiculaires à x, ou que lOii ;nt 

b==b(c^•+<^)4-a(ad+d'}<^«»r^==^l— 9<^««c*^)+(ad+d0.3c*^cl!,. 

pour toute valeur de c/,. î où l'on lire cette condition 

(61) b = c=ad + d'. 

Et l'isotropie exige 

(6i) a^bBCssadH-d'ssae-t-e'ssAf+r; d^esf, d'=e'=:r. 

14. Forme integrahle que prennent les ôquations d'AjuiUhre i/imntl 
les élasticités directes se distribuent elUpsoïdalement par moy ennes 
géomitriqtief. *- Supposons remplies lesdensiémcs oonditionsdii n*13t 
c*est-à^ire supposons qu'on ait (57) ad-l-d' = \fEc, etc.; et, vu la 
controverse (n"2 i an sujet des égaliiès d = d', e = e', (=^(* que 
démontre le calcul des actions mf)îi'rii!aires, laissons ini'^'ruix ces 
coefiBcienis, mais en supposant entre eux un rapport constant pour 
une même matière ; ou posons 

(63) ^ = - = ^ = 1. 

Alors, si nous firitoos, pour abréger, 

les neuf coeflkieols auront le» eipicanooa suavealea : 

j d = bc, e = ta, f = nb, d' = ibc, e» = ica, f = iab. 

Les composantes de pression, pour de petits déplacements u, v, iv, et 
pour le cas ordinaire où il n'y a pas lieu de tenir compte des pressions 
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antérieures aux déplaoements, peuvent être écrites 

(65) |ft,^*[^,«^4-(a+,jA_ + fcj-.J, p„^cu{^^^^y 

[du , flv , . (iw "1 , f du dv \ 

Substituant dans les équations générales indéfinies d'équilibre d'un 
élément parallélipipède (i8)» 



dp,. 
dx 

nous avons 



'^f"- = o, ÎÎÇ2+.,. = o, % + ... = o. 



dt 



dx 



r r rf'w .rf'd» d*» . „d / du dn-\\ 



= o 



Or si nous faisons 



//« , dv dtv , 



(qui, lorsqu'on a a=s & ss c, n'est antre chose que la ^lataikin etAifut 

multipliée par a), et si nous ajoutons ces équations (66) difTérentiées 
respectivement par rapport à a:, à j^, à s, nous obtenons simplement 



(68) 



, .rf*s d*é 



{*) Il cal fkite de voir q«e ces valeen dooDcnt on poieniiel (6) «a (7) de la lorme 

■< J -+- 3/) \ abc J ibc 7ea -lab ' 

fxprcsùon identique avec la moitié de celle de M. Clapcjron [7* leçon d« M. Laioé, 
wgnwàm (4)] lonqB*'!» bit a*a ^= c*sfi. Le potentiel «ifcuiM|iie intérieur, ota 

le tniTai! de drfnrmatinn qu'il considèro, sV'xprimr donc nussi simplement l|IHUld lo 
diltribulion e*t ellipsoïdale que quand elle est sphérique ou isotrope. 
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équation intégrable sous feme finie* En cflkti 

y^désignaut une ionclion .irbitraire, 
«, 6| K des variables auxiliaires, 

cette équation (68) est aatialàite par 

puiiqu'il en résalle 

^ «t -^^sdes espKMfauis MMlitables es 6«t (j^ <— 00 c «t (s — 7)* 
sa Ika de a et <!• (« ~ «)*. 

D'autres équations, aussi facilement intégrables, peuvent être obte- 
nues dans ce cas, comme dans celui d'isotropie ; car comme on a iden- 
tiquement 

â*U ,d*u d'u lii d ( du da>\ .dld» du\ 

• 5? •** * ^ * * = S • 3 \ A " 37 ; - * i S - ^ j ' 
ai Ton repréaente par 



les trois rointion<; nwrcrincs autour des axes i!«'s .r, dffij-, des r, que 
les déplacements impriment an corps autour du poiol(j:,J', z), c'est- 
TooM VIII (3* léric). — Novuatiiï iS63. 4? 
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4^re si 1*00 foil 

^7*»^ A^'^n"" sIâ-sJ^v. 5(rf;-;frj='*lJ» 

le§ iroii éqaiitioos diflRfirentielIcs ((56) peafent s'écrire 

^:^-*57-*-— S = o» 

Retranchant ces équations deux à deux l'une de l'autre après les avoir 



[*] Get aproBoiUi qui ont été trouvées par M. Cfeudiy [Kanr^m d'jH^$e et de 
Physique mathématique , t. II, i84<> P- ^'^■> Curm. lo), se dcmontrcnt r.icilement ea 
remarquant qM si ^ est U longueur «t « «M l'aiigke avec te plaa ^ d'ane popendicu- 
laire ntPabeiteée par ua pdotm du cofpt <nr la ligne lis iMoée pAillUeBent au x 
par un autre poini M (x, Xy *)> excès et *d ilee déplaoeOMIIII * éticda poinlM 
lar ceux du pied P de la perpendiculaire p «ont t 

pml l è l e u nt mu y «'^ — /jcosc*»-^^^»» 

paialMement aux a w'ss-^ptxi%».-^ — pùatL. 

d««» cl par coaaêqnani du plan mPM autour de M«, cal dooc 



I — ^tiox </u' di> . , i dw df\ 



ma. 



La roiatiood'iiBaam plan panant aniai parll««t èaagle drait inr Païa'olNiandra 
en changeant aan ^ La dcml-ioaNne de wa raialiDBi de dans plana perpendi- 



■i \dj 



Comme elle eat indépendante de l'angle a, elle donne bien la rotation mojennet 
de Ux, d« Umie la petite portion du corpa qui anfbronne k point H. 
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difiSreDtiéei par rapport à a-, ou s chdan de muaHiin i{iie Ui aoin- 
tnciioii fime «iifparftltre les lermcs en 9, ei ayant égard à T^lilé 
identique 



l'on obtient les équations 

dont chacune est «atiafiiile par une expreaiion comme (69). 

Enfin, si Ton difiérentle snooesnvement deoz foii par rapport à otr, 
deux fois par rapport à j, deux fois par rapport à z, la première des 
équations (66), et si Ton ajoute les résultats multipliés respectivement 
par a, 6, c, on peut effacer ce qui vient de la partie 



puîsqtie l'équation (68) donne 



11 reste 



(73) 



f et l'on « deux équations »einblabl«s avec v et w au lieu de u. 

Elles iont aatiabites, f étant une antre fonction ariUlraire que f, par 



(74) 



(> «t IV s des esprcMÎou mnUaiilM am d'aancs fimcliomatt lieu de f, 

47" 
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car il en résulte 





expression dont nous avons vu que ies trois dérivées secondes 
fi^ d* 

"^t* ^* ajoutées eoMnobte après avoir été multipliées par a, c, 

donnent une somme nulle. 

On voit donc que les intégrales par fonctions dites potenlielles, qu'on 
trouve à la sixième Icçun sur l'élasticité de M. Lamé p. 70) pour 

le cas rare de l'isotropie parfaite, s'appliquât facilement» avec une 
l^ère modjficatuHi, à ce genre de conteature hétérotrope, qui paraît 
appartenir au plus grand nombre des corps, comoM on va voir au 
n"16. 

lo. Condition pour que les équations de T équilibre intérieur dun 
solide prennent la forme ainsi intégrable. — Réciproquement, il est 
facile de voir que ce n'est qu'autaut que les neuf coetticients a du cas 
de trois plans de symétrie ont entre eux les relations exprimées par 
les équations 

(57) ad4-d'=: Viïc.etc, h (63) ^ = ^ = Ç, 

que les équations difTérentielles de Téquitibre peuvent en fournir une 
de la forme intégrable (68) 

En effet, ces équations diflKrentielles, en laivant a, b, e, d, e, f, d't e% 
f qudooiKjaes, sont 

IdUi fd'u fl'it li r, , ,,, , (!<■ 
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Paiiagcoiis les coefficients a de dans la premiere, b de ~ i\ntM la 

tPu- 



demième, et c de ^ dans la troisième, de manière qiie les parties 



entre crochets, soumiies aux —t -r soient réductibles à an 

' dx djr di 

même tria6me affeclé seulement de facteurs différents; ces équations 
se trouveront écrites 



(76) I ,£,%[»-<!^±Sl^*<; . i [,.nS*e*S^î..^.i$] 

Or, [>uur qu'un obliuniie, en ajoutant enscinbie ces équations, ditïc- 
rentiées respectivement par rapport & jr, à ^, à s, une équation de 
la forme (68 ), il faut que les premières parties de 1 7'i rnsemble don- 
nent la même fonctiou du premier degré des dérivées du second ordre 
d*un certain trinôme, que les deuxièmes parties, ce qui exige que les 
coefficients les uns an-deasas des autres affSectant, dans les premières 

parties^ soit les sou les soit les ~ de u, v, w, aient entre 

eux les mêmes rapports que les coefficients affectant ^* ^* ^ 
dans chaque crochet, c'est-à-dire qu'on ait 

d • f «(d -»-a') _ b(e-He') c(f-t- f'j 

La comparaison des trois premiers membres de cette égalité multiple 
donne les relations ^<i3). 

Et si l'on compare successivement le premier membre avec les deux 
demien« on tire 

b = l±I(3d+d'), c=J±l(ad-^d'), 

qui multipliées ensemble donnent la premu're des relations suivantes 
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doDt let deux autres I'obtienneDt d» même : 

(3dH.d')» = bc» (ae-(-<^)» = ai, (af-».r)« = ab, 

c*eit*à>dire précisément les relations (57). 

Les relations '57) el (63) sont donc nécessaires pour obtenir des 
intégrales des formes données au numéro précédent. 

10. Ce mode de distribution des élasticités doit avoir lieu dans les 
solides amorphes ou à cristallisation confuse, au moins dans certaines 
fimites d^hétérotropie. Calcul de» coefficients iUoMliùiti dun ctups 
ftrimitôvenunt îioimp», eootfma^ittulenui iaégideaunt endrverv sens. 

— Mais la distribution dlipeoidale des ^« duo am rdaliona par 
moyennes géométriqnes (67), 

dont nous venons de reconnaître les propriétés analytiques, doit k un 
autre titre attirer plus partienlîèrement notre attention. En eflètr dans 

les corps à cristallisation confiise tels que les métaux, etc., employés 
dans les constructions, où les molécules affectent iiulistinctemeut 
toutes les orientations, si les élasticités sont égales dans trois directions 
rectangulaires, elles doivent l'être en tous sens, car on ne voit aucune 
raison pour qu'elles soient plus grandes ou moindres dans les autres 
directions. Si les élasticités y sont inégales, cela ne peut tenir qu'à des 
rapprochements moléculaires plus grands dans certains sens que dans 
d'autres, par suite du forgeage, de Tctira^'e, du laminage, etc., ou des 
droonstances de la solidification. Calculons les grandeurs nouvelles que 
doivent prendre les coefficients d'élasticité dans un corps primitive- 
ment isotrope ainsi modifié. 

Cauchy a démontré que, de quelque manière qu'un corps ait été ddaté 
et comprimé, il y a toujours, en chacun de ses points, trois directions 
firinctpales, rectangulaires entre elles, suivant leaqudles tes dilatations 
positives ou négatives ne sont accompagnées d'aucun glissement, en 
sorte que les trois côtés de chaque élément parallélipipéde rectangle 
suivant ces directions sont restés orthogonaux [ *] . Prenons ces direc- 



{ * J Cela rv»ulte imtncdiïteniciit, comme on Mil, de ce que d'après la preuiture iW- 
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tfanis pour celle» det «, j, z, ci appelons 

j, y, y 

les proportions des augmentâtions positives ou négatives îles côtés de 
l'élément, parallèles à ces coordount'es. 

Le calcul que uous entreprenons ne peut se faire sans attribuer un 
mode d'action aux forces moléculaires réciproques; admettons, comme 
aux notes des n*'S et 4, celui que leur ont attribué tous les géomètres 
qui ont fait des calculs analogues, et qui laisse arbitraire la loi de 
variation de ces forces avec les distances où elles agissent, on suppo- 
sant seulement ces distances insensibles conformément à tous les laits. 
Nous aurons, tiomme k la prendéredes notescitéea, les expressions ( i a ) 

en faÏMiit i 4- — = F 
ritr r 

Or^ en appelant 

P»» lit *oi yo» «• 



«Nil* (a6) on St penr la dOalaUoB dans ime dbcetiAn qadeooqae 

C^,8JC^ET„ V^=sj^zti„ CnSSM^i„ 

l'équation 

poor h torikoe dont les tajon veoteun ■ont le» inversa ^~^T ^ <ln ncinn camn 

(les grandeurs, prises powiivcment, de» dilatations positives ou ni''i;ntîvp< \ dans Iliii'» 
sens resiMctib r; et de ce que, si l'on rapporte à tes axes de figure celte surface du 
wmad àtpé rfmple ou doable (cWpMide qatad le* it aont on tmm poritivn ou 
toutes négatives, et sysrrrm' dr fleiiN hyperboloîdes conjuguas f|uancl elles sont pcisi- 
tivcs dans ocrtaines directions et negatives dans d'autres), les termes en /s, tx, sj de- 
vrwt iM m yr, en mm» que, poar hi tanh dîMclions reoladgakîics de ces ucs pris 
pooreem dcs«, s» In f^.» g.** sefeatnuls. 
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les grandeun d« la denaiié, de la diibuice r et de ses projections sur 
les Xf jr^ s avant que l'isotropie ait été altérée, nous avons 

'V "t 

Substituons dans les expressions (77) en négligeant !c5 carrés <'t prn- 
(Inits des ^, y, cl en faisant passer leurs premières puissanct s liors 

des signes puis posons pour abréger, en remarquant, vu l'isotropie 

primitive, que les sommes § restent les mctues quand oo y échange 
entre elles les coordonnées Xg, Jq, z^: 

nous obtenons les expressions suivantes : 

Mais, toujours en vertu de l'isotropie primitive, on a les relations 
(80) a, = 3a,^, a« = 1 Sajj^i, a*., = 3»^,^ [' j. 
Substituant, et mnllipliant entre elles les deux premières eipres- 

(•] Ce sont des particulartsations de la formule générale suivante, trouvée par 
M. OiacUj {Mémoire sur la ditpersion de la lumièrtt aux Souveaux Ejeerclceti Prague, 
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rioDs (79), en Dcgiigeant toujours les carrés et 1« produits des d, on 



trouve 



(83) a«^x 9 [(l±^li±p:a« ,+ a,.,..^.^^^^ + ôy-»- a^ji 

c est-a-dire précisément neuj fois ce qu'on a en élevant au carré la 



i835, p. 3S), ir cUot une fonction quelconque de la disUoce moléculaire r; 

^ (^S'"f'->«^?'''^= ''^' '^'%'V'^r^'"'''' V'^^~'^ -S"'f''-«^^^ 

( li X, |i, V Mirt pain, «1 s o «I Vtm dVii «M iia|ia{r. 

Rlle résulte île ce que risoiro])!!- autour d'un point M pxige que ù r=M/« est »a 

dislanrc/i l'une de& tiiolft iilts m iitii l'environnent de toutes parts, la somme J^/n . Tr.x'", 

relative ,\ toutes, nechaniji' pas de vaicnr quand on change à volonté la direction x sur 

la<)uelli' X sont lis projections dt s tii mmIc ([u'on a ^ m f r x" = fr. x''", 

les x' étant leurs projections sur une autre droite quelconque de direction ^, En effet, 
cati» floodïtMa néonniK ft Hiolropie peut ètn toile 

gflif/-. (3ic«--l-yc^-|- «:«')"=Sflifr.x"(cj^+c;^4-cj!,.)". 

Si l'on dcrdop^ les puissances a « «t « du deux triataMi^ on poun fmiB pMMr ht 

mm oosiooa kort det^i «t égaler, dut kt dfos mnnbres, let tenius dfccljt dtt 

mêmes puissances nu des niâmes prnrluits de puinMnci-s de ces cosinus; car, si l'on fait 
successivement chaque cosinus = i et les deux autres nuls, on a déjà des tmmet cgiut, 
qu'on peut ntrucber de put et dWre; fidMBt enntile ran det trot* d*aMfe m*, md, 
on peut diviser par le produit des deux autres et faire, dans l'équation quotient, l'un 
des deux restant» =0, r«ilre=i, etc., et obtenir ainsi successivement toutes les 
égdîlii de Mnaat des dt« ■SB^hm. Benarquant ensuite que le tenue géoéni de 

t,*..,f i.s...f ^ ' 

doDt le coe i Bc i e B t est la «éinecboee que 

«{ai— i)«.»a.i 

i.a. . ./.,i.a. , .f.i.». . .(M — |»~f)* 
TtmTI]l{s*aMs). — ITwanaKiMS. 4^ 
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3* expreasion ( 79 ) i e|)réfeDbiiit VélatthUé tangentieUe ou de glissement 

qui, lorsqu'on admet la Im de» actions moléculaires, a la même valeur 
que Vélastieitê latAïUe »xxry- On a donc, dans un corps ou un milieu 
élastique primitivement isotrope dont Tégale contexture en tous sens 

a été altérée d'une manière permanente par des dilatations ou coni- 



nOM MmMHi coan rmhM de l'w w i i i i l atH m dw iwwi âm dwa a w n b m siftelê» du 
prodaii àe paiMaoee» de «nIihis doM h» cxpoamiit tou* psin, ont i»a> 

jours aneioaiaie ]L-|-(t'+«saR, l'egstité smTUte 

t. A. . .A.I.2. . .i».l.9. . .v^ ' A It » 

I. a. . .--t. a.. .^«1. 

a a a 

qui est la mène chose que l'é|;alttc (81)} ctr, en nollipliant haut et bis dansj fe 
serond membre par 2**, puis par i.3.5...(a/i — i), le nuin<>rateur du roefficient 
devient i . 2 . 3 . . . 3 « comme daos ie premier membre, et le dénominaieur devient 
i.3.5« . .(an — 1) mttIdpUé par a.4> . .l.a.4* . .p.a.4< • •« <ioot l'ÎBTSns Wfisnt & 
T.S...(}h — i).t.3. ..(p — t).i.3...(v— 1) dÎTiaé par k déooannalcar 

i«a«, .1. i.Si . .p,t<a.. .« 

da pferaier membre; Oo voit ami que si 1 ou fi on « «st Jaipair, «n a aéra dan* 
le aeeond membre. 

M. Caticliy démontre aussi, U la page 186 du Mémoire cite, mais d'une manière com- 
pliquée, qoe 

Oa nous nnn gré lain doute de le prowTer tei dline msnièie trèa-iimi^, savoir, en 
remarquant que si celle égalité {82) a lieu pour une certaioe valeur de n, elle a lieu 
par cela seul pour une valeur plus grande d 'une unite } car, comme r* = a> 4- j> i>. 
Cl vu la fiurmnle (8t), et celle (81) anppoaée élabUo poor reaposant an, on a 

• et m -m ^ 1.3. ..(21 — 1) ^ 

= ÎÏTm S- ,.3...(a^^.,) - - S-f'-'^î 
d'oà Ton tire 

* a« + 1 
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pratioDi dam les trais sens x^i foi 2„ ou x, j, z, 

et des égalités sctnbla1)lps en f et z,z et a?, c'esJ-à-dire précisément les 
relations (67) de distribution ellipsoïdale des inverses de racines qua- 
trièines des ^astieitét directes autour d*on point 

Noos avons, il est Trai, négligé dans le calent, comme on a £iit jus- 
qu'ici dans tous ceux d'un genre analogue, les termes affectés des car» 
rés et produits des dilatât iotjs ou compressions permanentes opérées 
y. On ne pourrait apprécier rinflueuce de ces tenues que si l'on 
connaissait la forme de b fonction /r, car leurs coeffidenis seraient 
des somoies comme {St) contenant, dansfr, les dérivées successives 
de cette fonction inconnue. Mais celle influetJce négligée ne [>eut pro- 
duire que de très-faililes erreurs, si Von considère que les écrouissages 
et la trempe, qui chaiigenl tres-sensibieiueut la ténacité et les coelfi- 
cients d'élasticité, altèrent à peine la densité des corps. On peut d'ail- 
leurs s'assurer, ])ar un calcul, que les portions ainsi n^ligées de 
l'expression de 3aj.,^ sont constamment comprises entre les portions 
correspondantes de celles de aj.j..„ et a,,,,, en sorte qu'eu supposant 
même qu'elles altèrent légéreutent les valeurs absolues de ces trois 
coelBdeiits, elles n'altéreront pas sensiblement pour cda la relation 
de moyenne proportionnalité de 3a^;rr <^"tre a^w et a„^ donnée 
par les termes du premier ortlrp en ^, ^', ^ 

La contexture élastique définie par les lel ttions f5'-l, ti Iks ([ue 3(1 ou 
ad + d' = ^\>c, doit dune être celle des métaux amorphes, et des 
solides tels que sont les matériaux employés dans les oonstmclions, an 
moins lorsque leurs âasticités uwsurées dans trois sens n'ont pas entre 
elles des rapports de grandeur considérables (comme de plus de 3 à 2 
ou de 3 à 1), et que leurs molécules n'ont évidemment pas affecté de 



ou la formule {82) avec a + 1 ft l« pbee de tt. Or cette formulfi est vraie poor « = r, 
car 

Donc dk crt Tiaie poor toalc» ka Talem de ». 
[*) Comcrvooi ea effet amlemeat dm* ce calcul, pour simplifier, cdie dea trab 

48.. 
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préftrence oertaioes orientations en se déposant, ou bien en se ran- 
geant à Douveau par suite de uiodifications mécaniquement opérées. 

Et, lors même que cette dernière circonstance peut s'offrir, ou liicii 
que les rapports eolre les élasticités sont beaucoup plus considérables 
qu'on ne vicnl de ^re, c'est encore celte oontesluret ou ces relations 
entre les coefficients, qu'il confient le mieux d'adopter dans le pra- 
tique pour les corps non cristallisés, au moins tant que des mesurages 
d'élasticités dans un certain nombre d'autres sens ne commanderont 
pas de s'en écarter sensiblomrnt. {f^orez § V ci-apres, n° 29.) 



diklaliiMn OD oompreaiioiu pemuMOtes qui a été imprimée parallèlement aux x, ce 
qui nllim pour la eaaduioiit i 



r~li=v'xî('-H^^)'-»-y:-Hx;-r.= r.[(. + i^^*x:y-l] 

qui, t-n substituant, et faisan i 
pmt être écrit 

Fra» F,-|- «• (i 4- ^ F.+i* 4. 1'^ F^-l-»: + F, -h . . , . 
Or«a ■ 

Mtiiant pour tr sod dévaloppanent et biiant pour abréger, «eoune umi à rheuiv, 



(85) 



^'^riî [•*+*M (»+^^)+sm 
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S IV. — Comé^rneB^ m ce quin^arde la théatie du mmwmmnt de 
la lumière dans les milieux non isotropes, m teÊumt con^e dei pres' 
dons antérieures aux vibrations excité» 

17. Pn^>a§athn des ondes planes dans de pareils milieux. —■ On 
sait, depuis les recherches de Caiidiy [*] (et les calculs ci-aprt's vont 
d'ailleurs le faire voir j, qu'une o/w/c/?/a/ie provoquée par unt-branlt ment 
dans uu milieu homogène UOD isotrope, comme doit être le âuide éthéré 
dam les corp» tniuparants qui sont, on cristalliiés en polyèdres non 



Mak, en vertu de li Ibmale (8i) dinontréeè hmole pcéoèdenie, oo a n 

I t I I T 

3 I I 

■•■•=55*- ■•••"ÎT""' ■♦••~35*"' 

tione, «n naldpliaBt par 3 h iroiMéme expinaon, on obtient 




/i 5 \ 3D' 
ot diaqa» pntie de )«w «t Mes oompriM cane ki perde» corrapMidMMee de 

[•] Butlftin drs Scirntes (Fcrussac), t. XIIT, n" 317, Mfmnirr lu les 1" mai, 7 et 
l4 juin i83o. — Exereicct de Mathématiques^ 5* année (i83o), Application d»t /or- 
m»bt, Mt.t à iM Marte de le ImiiMnr; et enwiM, Mémtln mr fa dUpvraiM (iSSo, 
adievéiFNcaeeo i835). 
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réguliers, ou inégaleiiieiit comprimés en divers sens, se divise généra- 
lement, de chaque coté, en trois autres ondes 86 propageant paralléle- 
nieatii ellcâ-mcmes avec des vitesses dont les grandeurs sont mesurées 
par lesinveises dn towi deini<«xes d'un certain ellipioide qui dépend, 
non-seulentent des coefficients d'élaslicité a^^^ri"' ^nr' milieu, 
mais encore de l'inclinaison particulière qu'y affectent les plans des 
ondes, tandis que les directions des mêmes deuji-axes doiuient celles 
des mouvements vibi atoires rectiligncs dont les molécules sont animée 
dans cliaque onde; «(ue, lorsque le milieu est isotrope, deux de ce* 
ondes se réunissent en une seule où les vibrations moléculaires, alors 
généraletncnt curvilignes, sont transversales, c'est-à-dire |>.ir.d!< lcs aux 
plans des ondes, ou perpendiculaires à la <lirectic>n de leur propagation 
(direction (|ui est alors la même que celle du rayon hnuineux resultant 
de leurs intersections mutuelles), pendant que les vibrations, dans la 
troisième oude, sont hngitudinaleSt tU en vertu d'une constitution de 
notre organe, ne donnent lie-i ;i aucune sensation de lumière, de sorte 
que le rayon reste Mni<|ne dans un milieu de cette espèce; enûn que, 
réciproquement, le parallélisme des vibralioiis à toutes les ondes exige 
l'isottropie; d'uà il snit que ce parall^me ne peut avoir lieu exacte- 
ment dans les cristaux biréfringents, rt que la partie de la théorie de 
Fresnel, qui se base sur son l(yi>"'l'èse de la transversalité des mouve- 
ments vibratoires jusrjue dans Tintérieur de ces cristaux, ne peut être 
vraie que pai' ap|)roxiniation. 

Or, en 1839, rillustregéomètre'pliysicienGeof||e Green, atlribuant, 
comme Caucliy et Fresnel, la propagation de la lumière aux actions 
entre les particules de l éllier, et leconnaissant tout d'abord, comnie 
cclui-la, que les vibrations dans les cristaux btréfriugents ne sont pas 
toujours exactement parallèles aux plans des ondes, mais voulant, 
dit<il [*], pour ne pas s'engager daus des considérations trop compli- 
quées et sans clKinces d'ajiplication pratique, homer son analyse aux 
milieux où ce parallélisme s'observerait rigoureusement, ce qu'avant 



[*] On tite Propagation of Ught in trytteUtiitd Media ^ lu l« ao nui 18^9 
( Tniiutwaa»$ ^tk* Camhtég* facfc^rt vol. p. laa), ftiNBlsaite an Hônoin 
Or, // Rr/lcxi9» mnd R^fiattnm la le 1 1 dcMobit t837 (iaiM sa ntae 

volunif, |i. a). 



• 
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tout examen il luppote cotupatible avec l'hélérotropiei se détermina 
k rejeter leefonniilâ i quinze coefficients fournies à Ganchy par Tliy- 

pothèse, trop restrictive selon lui, « que les actions entre los particules 
s'exercent suivant leurs lignes de jonction; » et, en faisant, après 
quelques considérations et tâtonnements, une autre hypothèse qui, nous 
le penaons, ne peut être justifiée que par ccUe>lii, à savoir que le poten» 
tiel ^ (n* S) est nécessairement développable suivant les puiasanoes 
entières et positives des six petites quantités que nous avons ajipelpes 
ijc, dj, ci-dessus [*], il adopta pour cette fonction <I>, sans autre 
démonstration, la formule (6) du second degré à vingt et un coeffi> 
cients s„w>>-«rFT«> inoyen de la latitude que lui fiaumiasait 
l'expédient d'un tel nombre de constantes, il chercha quelles relations 
devaient exister entre elles pour que les mouvements vibraloi its dans 
deux des ondes (car il eu reconnaît trois couiaie Cauciiy) [**\JussetU 
ùMtfoun exactement (aocurately, rigorously) tnuuverxauao ou parot- 
ides à leurs planSf comme l'a supposé Fresnel. 

Ces relations ou équations de condition sont, comme on va voir, les 
suivantes, au nombre de quatone : 



(87) 

Il est fiu;ile de reconnaître qu'elles sont les mêmes que celles qui ont 



[* ) Le principe r^ardé par lui cname moiot rntrictif qm etïm de QmehT cat 
/commencement des deux Mémoires cites) • que de qiicliiue manière que les parties 
d'uD sjstème matériel agiuent les unes sur les autres, li l'on multiplie toutes les forces 
«'«lerçant ainsi à aoo nitériear par let éUnenis de leurs diiecdoas, la somme totale 
des produits, pour une portion déterminée quelconque de la masse, est totijoiirs une 
difTérentielle exacte de quelque Ibnctioa. ■ Mais il ne s'en tient pas à ce principe, qui, 
en efTci, est inSttfBwit; on ne Toit même pas qu'il s'en serre ni même l'exprime ana- 
lytiquemcnt, car il n'est question dans sun travail, ni des actioas indlfidnellct, ni de 
leurs diro'tions, qu'il a, de prime abord, fait profession d'ignorer coraplt-tenicnt. 

[**] Il accorde même que, sans l'intervention do rajon non éclairant provenant de 
In traiiiinie onde^ il «it iatpoaiiUe deniiibire mn eooditiom à rmplir à In siurAe» 
de tépnniioB de deu nriOeas. 
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été trouvées par M. Lamé {Lêçont sur i*ÉltuUcUé, iSSa, §S 99 et 93) 

comme conditions de birefringence avec vibrations transversales. Seiile- 
menl, le géoméire français exige vingt-quatre conditions parce qu'il 
suppose treote-ftix coefficients indépendants (n''2 ci-<lessus) au lieu de 
vingt et un. {foirh t" note du numéro suivtnt 18.) 

Or nous penions et nous espérons mootrer que oes conditions n'es- 
priment que Visott^e; d'où l'impossibilité, non pas, comme nous 
verrons, de l'exacte représentation de la marche des ravons par la 
surface d'onde à deux nappes découverte par Fresnel, mais de l'exact 
paralMisme des -vilmtkiâs mn ondes dans les milieux hétérotropes, 
ezœpln pour des directions particulières, au nombre de aeiae an plus, 
probablement de trois seulement, du plan des ondes. 

Pour !p Hiire voir, montrons d'abord, en reproduisant l'établissement 
de ces quatorze relations (87), qu'elles sont absolument les mêmes 
lorsque le milieu n'était pas, avant les âmwlemenls produits, dans 
l'état que nous avons appelé naturelt c'esMi-dire lorsqu'il y avait des 
pressions de grandeur et de direction quelconque antérieurement aux 
déplacements moléculaires relatifs résultant des ébranlements ; df sorte 
qu'on ne puisse pas attribuer à ces pressions primitives, souvent 
•omisek, une influence contraire aux conclusions que nous tirerons. 

Attribuons donc» avec Green, aux déplacements «, w (o" S) des 
points, estimés parallèlement à leurs coordonnées rectangles x, /, 
les valeurs suivantes qui, si f est une fonction quelconque, périodique 
ou non, représentent de la manière la plus générale le mouvement par 
mâu planes parallèles, dont la normale fiût avec les 7*» sdes angles 
dont les cosinus sont 

/, Al, R, 

et se propageant avec une vitesse uniforme 

V 

ou parcourant Y t dans le temps t : 
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expreniom où 

«t 6t 7 

sont les cosinus des angles formés avec les aCf jr, « par le déplaoement 

moléciilairp /(...) qui, comme on voit, (ïrtns cf^He sortf»(1p monvcmenl, 
est de même direction comme de même grandeur h cliaque instant pour 
tous les points situés dans chaque plan d'onde représenté par 

Le •+• mj^ + nz= une confiante (qui e»i la dijUDce de ce plan à l'origine) i 

déplacement le même aussi, pour ce plan, à l'époqne actuelle mar- 
quée parle temps ^, qu'il sera à l'époque / -l-T, sur un spcoiul |)l;iri qui 
est actuellement moins distant de VTà l'origine, ce qui donne bien \ 
pour la vitesse de propagation des déplacements (88) dans le milieu. 

En mettant les expressions (88) pour thv^w dans les équations gé> 
oéralcs d'équilibre ( 19), ou, symboliquement écriteSi (38)f après avoir 
substitué les inerties par unité de volume 

d'v </•«• 

-PST' -Pât' -fisr 
aux forces pXt^Yf f 2, et en divisant tout, ensnitei par 

faisons, pour abréger, 

' A = aj.(a^/ -h a_y f/i + a,n) . a^. (a^/ -(- a, m -h a^H) = 

B = a^(...).a^(...) 

C = a,(...).a,(...) 

— ajMw''+a^«ii^-f-a«m'i^'+A*Hq^+>*aitf'(' 
D= ay.(4«/+ay.a»+ a,fi).ac(a,l4-S;.in-4-a.n)a= 
= a^^i»+a^,,m«-i-a„y»* 4- 

Torn* Vlll iM*). - Nonnma i863. 49 



(B9) 



(90) 
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E = a,(...).a,l.. , r= 



(•■Jle) 



{90) 




ce qui revient k consirnire, avec M. Haiigbton, six eiOpuOdes ^fixes 
dont les équations ei) coordonnées rectangles sont données pur Icafbr» 
mules (90) en mettant i (>oiir les premiers membres et x, jr, z pour 
/, m, n, puis à mesurer leurs rayons vecteurs tous de même direction 
(/, m, n) normale aux plana des ondes, et it appeler A, B, F les 
inmtti des carrés He ces ntjrwu [*]. Nous obtenons, avec ces nola^ 
lions, troU équations contenues dans 

;9') i -= g î Z=pV*-P. 

Ce sont les conditions du mouveiiieut par ondes planes qu*expri« 

ment les équations (88), ou les relations nécessaires entre les coeffi- 
cients (l'(''laslitité a (lu milieu, I;î viit-sse V de propngalîon et les deux 
directions (a, S, y) du mouvement moléculaire, et (/, m, n) des normales 
aux ondes. 



p] 0» E^uintrium and JUotio/i, etc., p. 170. Ces six quantid s A, B, . . ., F, si l'on 
adiaet riatmcnion possible des sons-leures dans 1rs coeiBdenls de fettfS dèvdoppe 
menls, an le principe des cgaliics complémenlaiKS (6), peownt ttre maii écriiet 

(a„ ou . . . 00 a„) (a,/ -f »,m + a.n)*= a„^^ m Hj^^^ mt ...H^^^^ 

en appelant x' la direction de la normale h l'onJc; et c'Acs ne sont antre cimse que les 
six comiKnaanles de pression plj,, . . . , sur les fares |>er)>eDdiculaim aux x, /, », 
pradnttes par «m diiaiilioD i^sst perpndicaLûre i l'onde, on, ce qui rarieM «u 
même qiiint aux viilntrs, relier <!e h pression normale ^^^àToilde engendrée succcS" 
sivcniicnt|iarUesdilaUlion5vt dcsi^lissements i„ d'une grandeur si. 

O «ont aiHii, comme Va. Tenatqoé Canehy, les tlx dérÎTén ■eoondct, par rapport a 
/', flt', n', mn, ni, hn, d'une rat'mc expression en /, m, fl, qui n'est autre choae qoc 
le ^ de celle (3g) de A = •«'wy quand on reraplaoe Cét t^*', iw par /, m, n. 
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Enlwécrivttil 

(A -t- P-f»V»)«= - Fe - E7, 
(B -H F - ^ V«)€= - Dy - Fa, 
(C-|.P-pV»)7=-E«-De, 

«I en les multipliant l'une par l'autre, puit en remplaçant, dan« l«i 
prodoils tcb que D' 8y ( — F S — E y ), la parenthèse, qui est uo mgoikI 

membre, pnr le premier membre équivalent, les coiînuB inconnus 
sr, S, 7 disparaiaaeut, et Ton obtient l'équation du Iroisième dfgré eo 

V seul 




(A + P - pV»j (B -f- P - pV'} fC I V - pV) - D» (A 4- P - pV^ 
- £» (B + F - p V«) - F» (C -h P - pV») + aDEF = o; 



d'où résulte bien la division d'une onde plane, en général, en trois 
autres qui se pm^gentavec des vitesses difrérenics. 

Et, comme on obtient une quatrièinp fmctinn rg;iU' à celles qui for- 
ment les trois premiers membres de l'égalité multiple (91}, en prenant 
pour numérateur la somme des numérateur» et pour dénominateur la 
somme des dénominatcursy après les avoir multipliées haut et hn par 
«, par 6| par y respectivement, ce qui donne 

(93) A«[»-i-B8«4-C7*-t-aD67-t-aE7a-HaF«e=pV* — P, 

équation en coordonnées polaires d'un ellipsoïde dont le rayon vecteur 

"^^^Tp *^ ' M^lc* <lAnt les cosinua sont «, 6, 7; 

d'où, de nouveau, les équations (91) comme conditions de maximum 
ou de minimum du rayon vectrnr en combinant avec a' + -1- y' = i , 
d'où ada-h êrfS + ydy = Oy la diiTérenlielle de (93) égalée à zéro, l'on 
voit, et la forme connue des équations (91) et (9a) montre d'ailleurs : 
I* Que le* trois demi>axes de cet elli|Moidie, dont l'équation en 
coordonnées ordinaires est 

(94) Ajc*-i-B7*+Cs*-l-aDjs + aE«r + 97xr=i, 



donneront, en grandeur, les inverses des trois valeurs de Vp V*— P. 

49- 
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a* Que leiin directions, rectanfulaires entre ettetf, donneront celles 
des monvements moléculaires dans chaque onde» on les trois Kystèmes 

correspondants fie v^ileius des cosinus a, Ç, y. 

On voit (jue les résultats sont les mêmes que ceux qui sont déjà con- 
nus et relatifs au cas où les pressions antérieures p" soat nulles, sauf 

— m Neu dct vîIcmm de propagation 

On voit aussi, d'après la formule générale (a5) de changement de 
plan de pression, qui donne />'«'^ss/ijBrC£(«+ :tp^Cg^ep^t 
la quantité (89) 

P 

n*eitt autre chose que la composante normale de la pression suppottéen 
amnt les <1i'pîncemcnts, par l'unité d'une fact matée panUèlemmt aux. 
ondes par le point ( x, 2 ). 

SI cette pression primitive est égale on fous sens el si le milieu est 
isolro|)p, il résulte des conditions d'isoiropie (62) a=b = c = 2d+d'=.,. 
que les équations (92)1 (94I peuvent être mises sous la forme 

.( (v.-t±--)(v.-Lt-)' = .. 

( d (jc^ + j"* -i- z*] -h {A — d)(/ji" -+- wy -H nzy = i, 

montrant bien que deux des trois ondes planes se réduisent à une, 

dont la vitesse de propagation est y~y~' l'ellipsoïde (94) est 

coupé suivant des cercles par leurs plans /jc + mj + nz = const., en 
sorte que leurs vibrations s'exécutent parallèlement à ces plans. 
Mais voyons si le néme paralléUsme est possible aans l'isoiropie. 

18. Sur les conditions pour que les mouvements moléculaires dans 
deux dès mdef «o/eul toujours parali^es à laursjdans, — Il faut pour 
cela, comme l'observe Green, que dans la troisième onde ils soient 
normatiz, ft que par conséquent les éqnations (91) subsistent en met- 
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tant /, m, h an liea de et, @, 7, c*est-ii-dire qu'on ait 

, A/4-FnH-En F/-|-B»-*-D« E/+Di»-+-C« 
(95) j = = 

ce qui est d'ailleurs aussi la condition pour que le plan d'onde 
mjr +n»ssosoit bissecteur de toutes Icaeordes de rellipsoîde (94) 
qui lui sont perpendiculaires, et contienne par conséquent deux de ses 

axes [*]. 

Nous voyons que 

ii*y entre psa. Ce* conditions (qS) de transversal! té de deux des direc> 
lions des nioiivetnenls moléculaires sont donc iudépendanles des six 
composantes quelles qu'elles soient, Avs pirssions anti/rt'eures ; eu 

[*] Si l'on éliniino U-s iIpiik r.ipporls — » ' rntrc le» équations {r)i) sans le dernier 

membre, oombinci-s avec la-i-mS-^-ay = o qui exprime le parallélisme de» moutv- 
mentt mMeuMm auxphui» du omtet, on obtient raeileiiwnt, t^, 9lt, d6 f ep réw B- 

tant les trois excès, divisés respci'livcnicnt p.ir /, m, n, <If In «ri oiul* sur l.i tmlsiim,- 
rractUm (gS), de la troiiieine sur la première et de la pi-cmicrc sur la deu^icnic de 
m mAmc* fnctioiis («Toili /^-t'm9ll+«9Csso)b 

A-c-t-Fat-HBDt. _ F.(i-HBai>-|.i)a6 _ Ke-i-paK>-hca& 

on «ne tenU é^uMlem 

(B - c) aux H- D ann + (?« - «ai^î 

car le* Ac\\% autres de même forme que fournit celle égalité multiple rentreni dans 
celle-d. Cette t-qualiun n'est pas satisfaite seulement par ;}rc> = o, = o, c'est-à-dire 
par les ^alites (95); dlc Tett amsi de plodeatt aolrtii manièrea donnant, «oire les 

eoelHeicnls «ai»* «le., si die doit Tétre qmllea qn* loient y , y on les dtredioaa da 

ondes, des idaliDiia da troisième degré nombreuses et fort compliquées. Mais on doit 
obaenrer qne ces relations sont inutiles i considérer dans la thi-orie de la donblc l é- 
finaetion aimi préaentée; car, oorome l'obterve M. Lamé, quand on remplit la condi- 
tion de tnitUHTtalité f« + 1116 + 117=0 sans qne ce soit par les ifalités (g5}i on n'a 

qu'vne acnle valeur de diacm des deux rapport» ^* ^ « V*^ coosjqneiit nnr senle 

onde, et pas de biréAingence. 
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sorte qu*oii ne peut pas chevelier» dàm reristence poanble de pareilles 
pressions, la réponse aux difficultés auxqudies il va être montré que 
conduit l'hypothèse d*eucte transvenallté des monveomiis poor 
toutes les directions des ondes. 

Elles peuvent être satisfaites de deux manières, savoir : 

i* Pour certains systèntps seulement de valeurs des cosinus /, m, n, 
c'est-à-dire pout' certaines directions de la normale au plan des ondes f 
dans un mUieu quelconque. 

Ces directions de la normale aux ondes sont précisément ceUês de 
maxima et minima des ^asticHét direciet a^^^^ que nous avons con> 
sidérées au 10. 

£i) effet, si l'on substitue à A, F, £ leurs expressions (90) du numéro 
précédent dans le premier membre de liquation (g5), on a 

C'est, eu égard à la formule syrobolujue (33), et en mettant 
c,*/! c^^i pour /, m, n, 

la même chose que le premier membre de la trq>le équa- 

tion (4i) donnant les directions j:' des maxima et minima de a^^^jt car 
ajir3Ba,C«r+a,<yy + acCf^. Et il y a également parité entre les seconds 

membres en m me entre les troisièmes membres de et de (gS). 

Donc il existe toujours des plans d'ondes auxquels deux des mouve- 
ments moléculaires correspondants sont exactement parallèles, le troi> 
sième exactement perpendiculaire. Ce sont les'i^ns parallèles à ceux 
qui toucbent la surface dont les rayons vecteurs sont les inverses des 

va^;^^^.., aux exftéitiirés des divers diamètres principaux ou coupant 
cette surface nonnaieincnt. Il y a toujours trois directions de ces plans 
d'uiide. il y en aurait même (n" 10 j jiisqu a seize ou ^n" 12) treize si 
réther, dans les our|» cristallisés, avait une coniesinre aussi variée que 
ces corps eux-mêmes. 

a* Pour Awfer tes cndes possibt», si l'on £iit remplir aux coeffi- 
cients s^MMxn — » *vr certaines conditions. On les déiemdne en chas* 
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nnt li0R déwNDioftteura dtot équation* (gS)» oe qui donne 

X(«jfl-»-a^«H-ax/i)(a,7j — a-TO) = o 
et deux autres ^li^Mtmblables où le deroier lactcur Kra 

puis développant et égalant à zéro ce qui affecte une même puissance oti 

un même produit des cosinus /, m, n dont les rapports ~t ^ doivent 

être indépendants l'un de Tautre, Or on trouve ainsi les équations de 
condition (87) de Green, 

En supposant pour un instant ces qnatorae équations, entre les vingt 
et un coefficients, compatibles avec l*hétérotropie, on en tire les lois 

de Fresnel (sauf le parallélisme au lieu de la perpeiidicularifé des mou- 
vements aux plans de polarisation) sans élre iiiilletnent obligé d'intro- 
duire dans l'analyse ci-dessus, comme a fait le premier M. Mac-Cui- 
lagti [*], rbypothése peu justifiée de Fresnel • que les Tibrations ne 

changent nulle part la densité de l'éther, • ou de faire 2 "i" ^ + ^ = o 
dans les formules, ce qui ret^eni à effacer tous les termes affectés des 

*j!»y» ■«•••♦ eonime si ces ooeffi^ 

dents étaient nuls [**]. 



[ ' ' Jn Fj^ar (mviirrh n dynamical Theory of crrstallrnr Reflexion and BrffÊtHoH, 
ri>ad diTcniiicr iSSg (Trans, of Irish Aeailcni) , vol. XXI, p. i8 et 75). 

[** ] C*r, au moyen «irs égalités de Grevn { 87 ) a„„= 3»^*^+ »«/r= "««» 
.)'on a, pur ssempl^ d'b|iils Is pmiiie tx|MrmioD (i), 

qui, ii J« -+-«>/ -h ?. = «» &e réduit & 

absolument comme si «'-ini! ■ - n 

M. Haughton, à la fin de son Mémoire A Ciassi/icatio.i oj tiastie Media [Irish Ata* 
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En eff«t, prenons, pour simplifier, comme font tous les «nteura, 
trois nouveaux axes rectangulaires afy il de manière à avoir 

ce qui est possible piiisqu on Uispuse de trois des inMif .'mgles ^JC, Jc'}, 
(x, y)y etc., et ce qui entraîne, d'après les conditions (^87), 

a«'«'a»y=*o, ayy^^sso, a/y^rj^— o. 

Cela revient à ne conserver que les neuf coefHdents de la première ligne 
des conditions (87), ou à rapporter le milieu aux trob plans de symé- 
trie de contexture qu'il possède, comme on voit, quand ces conditions 

de Creen sont stippos('-eâ remplies. Alors, en se servant des iK)tations 
abrégées [4^} '^xjfjcx = a, ... , a^,^, = d, ... , les expressions ^90) se ré- 
duisent i 



(97) 



A = a/^-+-tW-f-e/î% B=f/'-i-am^-t-dn-, C=e/* + d/n*-(-a«*, 
D = (a-dlum, E=(a — e)n/, F=(a — f)i«ij 



réquation du troisième degré (92! ou V* devieutdivisiblepar/)'V*— *P— a 
et peut être écrite, comme il est facile de le vérifier par un développe- 
ment comparant, 

/ H w V* P .((/'V»-P)'-[{e+f)/^-t-(f+d)m'+(d4-e)n']{pV»-P)+j_ 
(9»; l/»v-f-ajj -i-(ef/»-i-fdiB'+de«»)(/»H.m» + n»> 1-°' 

dont le premier bcteur, fgalé k zéro, donne pour Y la vitesse du son 

dans rintérieiir des solides élastiques, et, pour le milieu éthéré supposé 
constitué d'après les conditions (87), donne ces ondes i vibrations Ion- 



ium/, vol, XXI, p. 4o-4' )» re|>r<i*e"lf '<-' p^'ii de U'-gilimité et l'inconvénient de cette 

dti dv dm , . . „ „ . 

supposition ^ + y: — " nwUenient d avoir, en V, une équaOut 

du troisit'mc degré afTectéc d'un facteur {vojres ri~tprès) |>V* — P qui fournit, si P=o, 
une solution absurde V — o, et, si P n'est pas noi, une onde sphérique à vibrations 
longitttiltnalei, tout comme quand oa n'eCbce pas si«atn dml Is contervitioa donao sa 
iDoiiu à celle onde son vnii rajon. 
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fitudinalcs qui doivent s'y former, bien que notre oeil ne les perçoive 
pas, (Je même qoenotre oreille n'est pas constiiuet" pour percevoir les 

vii)rations Iransvcr-iiU's excitées dans l'air; t i <loiit !r scroiid lacleiir 
égalé à zéro donne, après une analyse couniic, 1 on<if île Fresuel. 

ly. Ces conditionSf qmmt elles sont remplies quelle que soit In 
ftitwthn des wohs pUmes, mnennent à Visotn^e du miUeu, et ex' 
cluent ht ^réfringence. — Cela est évident quand on admet entre les 
coefficients, outre les quinze égalités f 5) qui les réduisent à vingt et un 
distincts, les sijc c^^aîitcs complémentaires f8j idles <pi<' a,, — 
a^j.^, = aj^jy fournies par le calcul des forces moK cnlain-s, car il en 
résulte que les six coefficients figurant dans la seconde ligne de» qua- 
torze conditions (87) sont tous nuls comme ceux de la troisième, et 
qoe, pour les antres, on a 

(99) *rv*~*«'M~*«j''V~^>y"~**«**^**07~ 3'*''«-»-^~ 3 ^yyfr^ g*»»*»» 

rentrant bien dans les conditions d'isntropip f6>\ d'où, comme on a 
vu à la fin du n" 17, deux ondes qui se réunissent en se propageant 

avec la vitesse y/^^^^» ^ milieu est unirclringent. 

Mais vil la controverse dont ces égalités coinpléineiifuires f8) sont le 
sujet, examinons, au moyen de la formule de irau&ibrmaliou (33) 
du n» 6, 

(100) aMsySsa.a^.ai'ayr, où afSsa^C/^+a^c^^+a.Cte, 

en l'appliquant à nn unlien élastique dont les vingt et on coefficients 
relatifs à certains axes z remplissent les qtialorzc conditions (87), 

quelles valeurs prennent les divers coefticients d'élasticité nlatijs 
à d'autres axes quelconques jc\ f , z' . 

i" Ces conditions (87) annulent les deux dernières lignes de l'ex- 
pression (39) a_r/^^.,y = a;r.r*j etc, partîcuiarisation de l'exprès* 
sion (33) ou (100), et la réduisent à 

(101) a^,^^^= axT^^(cjv + C,V-»-ci#)' = s,.„^, 

Ton* Vlll (a* iéria).— Mwumt iSU. 5o 
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Donc, ii les conditions Green (87) de constante transvèhelilé des 

vibrations de deux ondes sont remplies dans un milieu, son élasticité 
directe est la mâmc en tons sens; c'est-à-dire qu'iin« égale dilatation 
j produit, (quelle que soit la direction x', une égale pression normale 
p^^ sur une free perpendiculaire k cette direction. 

1" La m^me formule générale ' 33) ou (loo), en y remplaçant s 
par x', et x', y' par x\ y' , donne 

«y«'*y = (««c,;(r-i- a^^^-|.a«c^)> .(a,c««^+a,<v-f-aaCtt')(*« V-hA^ V)- 

Déwtoppant, Isa oiNiditions (87) annulent me partie dea lermei et 
réduisant l'expresnoD A 

(loa) ayvy^oua^^;^y = a^„^(c^.4-c*^-i-c|^)(c^c^-»- c^yc^-*-Cjyc,y)=:o. 

Donc les cocfBeiaits tels que ayyy^ sont tous nuls dans on pareil 

milieu. Ainsi, en tous sens, comme dans tui milieu isotrope, une dila- 
tation n'j produit aucune composante px"/- Et aussi, comme ilaos 
ce dwnier milieu, un glissement gyy n'engendre, sur une /ace 
payendieulaMmt smi à af^ tint à y, f ii'uim force tamgmtidle, sans 
aucune composante normale de pression. 

3^ Si l'on développe les deux expressions suivantes» tirées de la 
même formule générale (100), 

V»-/*' = [(«xCa/ ■+■ àfC„> -h a,c,^) (a^Cj:,- -h a^c^^-h a, c,^) J% 

et si, dans les développements, on fait a^.^^,, = a^,.^ = a„„, en rem- 
plaçant aussi, en vertu des relations ^87), aa^,^, par ~ '•^rru 
aa^j^ par — a»^ et ainsi des autres, on obtient, eo ayant égard aux 
relations connues entre les cosinus, notamment à 

et autres semblables (où, dans les seconde nembres, les indices x , j , z 
éi^tff^ répondent aux combinaisons /a, ax, s(x\ sff 
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de ceux des premiers membres), 00 obtient 

♦ 

. — a«M7*CpeCjBi'-— **b^MC«KC4s»'— »»»«jtC«'<T*'» 

(io3) , 

Ajoutant la {ireinière de ces équations a la seconde doublée, on a, 
encore en vertu des relations (87 ), 

(104 } •iyrif^+my^yg,= n. , , ' t par conséquent — ■JLyyyyt= a^^-j.^/, 

t Vst-H-(Iirc (jiip potir fontes lis ilnet lions rectangulaires entre elles il 
y a entre les trois espèces d»> coefficients a,.',-,',' , :yy^^', a^ ^'^,., les 
mêmes relations, qui sont, comme l'on sait, précisémeut celleii qui ont 
lieu pour l'isotropie. 

4'' On oblient de la mèaie manière 

(io5| . a«'«r^y-haaj'«ryy=o, 

en sorte que ce» ooefficients* qui sont nuls dans un système isotrope 
pour tous les axes orthogonaux qu'on peut y tracer, le sofit aussi dans 
le système élastique que nous considérons s'ils ont le même signe; 
et, en tous cas, ils ont des sommes ( io5) nulles. 

S* Tonies 1m réctpnxpies sont vraies. Les qoatorae équations (87) 
ont lieu entre les coefficients d'élasticité d'un milieu, et pour toutes 
les directions .t. r, 3, et jr', r', des axes coordonnés rectangulaires, 
si, seulemeut, I on y a aussi pour toutes. 



[*j On le prouve en écrivant celle étjuaiiou a^rx'i' — aii„(cjj^-+- c_^^ -hc^)' = o, 
Mibatitiunt à «jmv v*l«tr (S^) et pbçtat d^dborJ 4im h plu myt «sr, 
alors, l'cqujtion réduite et divhri- par r^c^y donne ■„^=o, a.^,, = o quand 
un y fait succetHTcmeut Cjc» = I et Cn<=o; la même équation donne, par suite, 
aa^rr ,^ + a„^ — S(«j»as o, ee qui permet d*effii(er, Ams FfqiiMlon p«rtli»lscM«, imt 
excepté la troi&ieine ligne Je I'cxpres&ioa (3(j). susctrptible alors d'être dhrMe par 
i^9pt«,^, et qui doBoe alors aMt;« + = o en iaiMDt <w=s < ■ 

5o.. 
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ou si l'on y a 

ou bien si l'on y a 

ou encore A Ton y a, totijonis ponr toutes les directions , y, a*, 

en sorte que l'iine quelconque des quatre espèces de conditions (87), 
ai elle est remplie en tous sens, entraîne toutes les autres 
lien résulte qnerexacle/rafuventafiito'des mouvements moléculaires. 



[•] En efîet, en plaçant j/, 7-' dans le plan r), l'équation ^^<j^j,-=. o, en corn» 
poMntioo jireiniei' membre avec In formule (100 ) ou (33), se réduit à 

« 

qui, diviiée par ^y, donne, en muni enniile^s o, Ca^s i, 

ee qui réduit l'éqnation a,^^«iy =0 aux tenues aUbctie des Inia Uadmes Ids que 

^^^■x a,^ et la nullité de cd«i>d sepMWTe en blant les ang|a(«,«'), (/«jr*), 

( I, s") infuiiinenl petits. 

[" ] Car, en développant cette équation et plaçant y dans le plan x^, elle ae 
réduil, en divisant par w^V» ^ 

qui, particulariïcc, conduit à l'annulation de tous les coefficients qui y sont cuinpris i 
d'où toutes ks antres équationadeoomUtion [87). 

[***] Car il en rrsullc, tu nicllaii! tiMijî'.ir r', i' [!;iiis !f plat! .r> , <■( pfTnriint tous 
le» termes afrectés d'un irmoiuu semblable à celui qu'un !>u])pos« nul pour toutes les 
direetiains, on qni cnti^ne «mm ^hm'^ ^ ™ résulte, dis^jt, 

a«,, (6c,V — locj^) M- a^^ (6cjly — loe,'^) =s o; 

d'où, en faisant successivement nuls i-t Cjj, deux équations qui, coiiibinecs, dunnent 
«M^ss o et a^^^sso : oreck emporte les nntrss «nodilioDS (87}* 

Les formules (io5j montrent ansd qned les élsslidlés latérales telles que 
^a, on bien les élastiàtés tangentieUes sont égdai poor Irais dinctions reclan- 
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ou letiriKirallélisnie à des ondes de toutes les directions dans un milieu 

tratisparcur, exige une foule de conditions qu'on ne voit remplies cjut- 
<laiis les corps isotropes. On reu)arque, surtout, que tion-setilfinenl une 
dilatation ne pi-oduit qu'une pression exactement normale p^x't "u 
aucune composante tangentielle de pression sur une face qui est per- 
pendiculaire à sa directiou (ay^^j^so, a^^,,yx,= o] ei, aussi, 
qu'«/j glissement sur une face n'y engendie jamais (jne ries compt}- 
santés tangentielles (aji'yx'/= 0) , mais encore quV« tout setu^ ou 
quelle que soit la direction x' dans ce milieu, une e'gaie dilatathn 
X produit une ptts^on ^^ate intensité f^^/ (a^K^'^'x' constant). 
Or une pareille égalité esl contraire à toutes les idées qu'on peut se 
former, d'après les faits. dc« corps doués de la double réfraction. Ils 
Mint LTistaiiisés sous des formes polyédriques non régulières et variées; 
ils offrent des clivages suivant certaines directions; ils sont, en an mol, 
d'une contexture easeniielleme&l inégale dans les divers sens, et qui 
doit, tout porte à le filtre présumer, rendre inégaux les rapports 

^ = 9i^^0:fi des pressions/) dam Téther dont ils sontimpregnés, aux 

petites dilatations d qui les engendrent, et rendre Ira pressions obliques 

aux dilatations, excepte pour certains sens principniix. 

Celte présomption est changée en certitude, si l'on considère la birè- 
fringeuce artiûciellemeut produite par une compression donnée dans tui 
sent sens, ou inégalement dans «plusieurs, 4 un corps amorphe primiti- 
vement isotrope et uniréfringent, tel que le verre. On a en effet cal- 
culé, :ni n" l(>, l inégalité des coefficients a^^^^, a,, ,., due à l inégalilé 
des rapprochements moléculaires dans les sens x et jr. Ce calcul était 
fondé, il est vrai, sur les expressions (la) assignées aux deux coeffi- 
cients par l'analyse des actions s'exerçant entre les points matériels 
suivant leurs lignes de jonction deux à deux, et proportionnellement 
à une fonction de leur distance. Mais quelcpio tnutif (pi'on puîs.se s'allé- 
guer de révoquer en doute cette grande lui qui ne préjuge pourtant 
rien quant à la forme delà fimction, et quelque chose qu'on puisse 
concevoir à sa place, 0 est impossible de ne point convenir qtie Tiné- 



guUirt>s, el, s'il en est de lucme dès élasilcités asymétriques telles que a„^ ou bien 
•mv, le» jMcmière» toot égales wm pour toutes ks dinclioDS pouibles «'«y , z'. 
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gal rapprochement moléculaire en divers sens doit influer sur la gnut" 

dear des élasticités directes ««««r = ^ coaune elle influe, bien oer- 

lainemeot, sur cdle des autres élasticités, dites laténtles^ **mjr=^ 

on langfntielles, Uj, j^z=: — » etc., puiscjut , sans les inégalités au 

moins (le celles-ci en divers sens, les formules ne donneraient pas de 
double réfraction. Un milieu ne peut être élastique et vibrant si ses 
parties n'agissent ps» les unes sur les autres, et, quelque soit le mode 
de leur action, il n'est pas possible d'imaginer qu'elles engendrent des 
él isticités directes parfaitement égales, lorsqu'il y a une inégalité <le 
contexture qui rend inégales les élasticités latérales ou tangentielles. 

La doublé réfraction est, par tous ces nnolifs, liMoaspatible avec les 
quarlone conditions (87} de Tesacte ttwuvenaUié des monvcaoeots 
molécubires du fluide éthéré, ou de leur constant et rigoureux parallé- 
lisme aux plans des ondes qui s'y propagent sans allérafion, pour 
toutes les ilirections que ces plans peuvent affecter dans un milieu 
transparent. Ces conditions ne font, au demeurant, qu'exprimer l'û»- 
tmpie de tout milieu où elles sont remplies, et par conséquent son 
uniréfringence. 

20. Sur la moRÂère de présenter rigoureusauent ta théorie de la 

lumière. — Puisqu'il faut rcnoïKcr à regarder, avec GnNSO, comme 
possible l'exact parallélisme des vibrations lumineuses aux ondes pla- 
nes qui se propagent dans l'intérieur d'un corps doué de la double 
réfraction, comment expliquer la conformité de toute une série de 
phénomènes avec les lois que le génie de Fresnel lui a révélées, et 
qu'il a reliées par une théorie construite en admettant à priori ce pa- 
rallélisme jusque dans les cr istaux, quoique l'expérience ne le montre 
que dan> l'air; et comment déduire ces mêmes lois de l'anal^'se plus 
rationndle qui vient d'être exposée ? 

L'objet de notre travail ne nous impose point de répondre k cette 
question, si importante pour les physiciens. Il devrait nous sufOre 
d'ajouler que quand bifii même une réponse complète se ferait long- 
temps attendre, ce ne serait pas une raison de s'arrêter a une théorie 
reconnue défectuetise dés son apparition, et encore moins de faire flé- 
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chir illogiquement, pour s'en rapprocher, une analyse plus juste dans 
ses bases, telle que celle qui se fonde sur les équations de Téhisticité. 
Et si, au lien de l'niule fie Fresnel, cette analyse exacte ne pouvait 
fournir qu'une surface plus compliquée, dont on ne sût représenter 
par uneéquatîcMi qu'une polaire réciproque {voyez le numéro suivant), 
ce serait sur cette dcmière qu'il conviendrait d'étudier la marche des 
ondes planes et des rayons réfr;ictés, eu en faisant ensuite voir l'accord 
seulement approché avec ce qu'a déternuné Fresnel. 

Mais quelque chose de plus simple est possible, et est même tout 
trouvé. Lea oonditioiia Green et la suppoailion de rigourenae tnmsver- 
.fa/i<^ qu'elles énoncent ne sont nullement nécessaires pour obtenir, 
même exactement, la xurf ace (fonde de Fresnel, q<ii résume en quelque 
sorte la partie la mieux continuée de ses immortelles découvertes. Oix 
obtient œtte iurboe en posant des conditions moina nombreuses, plus 
généralea, exprimant des relaiiona qui n'ont rien que de plausible et 
de conforme même à ce qtie fournissent trés-approxiinativemenl d'au- 
tres considérations, et qui, loin d'entraîner i'isotro[)ie, laissent sub- 
sister, à tel degré qu'on veut, i uiégalité si probable et on peut dire 
certaine des élasticités directes dans deux ou trois sens principaux; en 
un mot, en revenant aux résultats des pmtiîires recherches de Cau- 
chjj présenlf'fs en iH'3o, sauf à eu changer un peu la forme et à y 
ajouter quelques développements, et ensuite à empruuter à ses tra- 
vaux ultérieurs et & ceux de ses émules ce qui est relatif au calcul des 
4fuantité* de lumière réfléchies et réihictfefti ainsi qu'à respUcationt 
peut-être à compléter, des phénomènes de dispersion et autres dont le 
Mémoire fondament-il de i83o ne s'occupait pas encore. 

Si les travaux de Cauchy, souvent cités, mais pas assez étudiés, et 
qni n'ont jamais eu de réfiiialion quoiqu'il en ait lui-même provoqué 
la critique [*], n'ont point passé dans renseignemeat, ce n'est pas 
surtout^ nous !e pensons, en raison de leur forme an;»!vtique, dont on 
serait peut-être parvenu à les dégager, ni à cause dt- ce tmisiènte rajnn 
à vibrations longitudinales ou presque lougitudinaies invisibles, dont 
l'existence est indirectement manifestée dans plusieurs phénoinènes[**^, 
et que les physiciens commencent à ne plus éluder. C'est, phis proba- 



[*] Comptes nndut, 24 juillet 1848, C XXVII, p. 94. * 
[**] Compmrmâu, tSdémnbie, p. 6»}«tamiil«IUaMirM ôi&ésCNni. 
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blement, ii cause de la forme frapparcnce compliquée et bi/arrc de 
ces qualre relations que Cauchy impose entre les coofïicienls d'élastt- 
cilé comme condition pour arriver aux résultats de Frcspel. 

Mais si nous prouvoDs que ces relstions ( n* 2S ci après), dont celles 
de Green ne sont qu'un ca', n-LS-particulier, ne différent pas seusible- 
inenr <!e cellfs (5-'' fU- l,i distribution l'Ilipsoulale des élaslirttés, du 
n" 15, distnbiilion si natunjll« et qui doit appailfuir sensiblement 
( n" 16) aux corps ou aux milieux dont l'isolropie a été altérée par des 
condensations inégaks en divers sens; qn*ainsi elles doivent exister 
d*une manière ou exacte ou exirènu-im ut approchée dans l'éther k 
l'état où il se tronv*' nitrc les molécules des corps transparents biré- 
fringents, alors le lien entre la théorie de l-'rcsuel cl la théorie ratiou- 
nelle, instaurée par Ciuchy, aura été trouvé, et rien ne s'opposera 
plus à ce qu'on s'appuie généralement sur cette dernière, susceptible, 
au reste, comme on va voir, d'etre présentée itans invoquer explicile- 
nicnt la loi controversée des actions mnlécidaircs, et sans admettre 
|Mir conséquent, eutre les coefficients, les égalités complémentaires (8) 
dont un certain nombre de géomètres refusent de reconnaître la réalité. 

*il. Suite. Ktjuatinn de la surface [>o!/iire reri'prnijtie de celle 
(Condc courbe. — Keniarquons d'abord que si, lorsque les vingt et un 
coefficients d'^asticité sont absolument quelconques, Téqualion de la 
surface d'onde courbe, touchée & un instant donné par toutes les 
ondi s planes qui jiassaicnt par son centre à un instmi antérieur, est 
nupossible a établir^ il n'en est pas de même d Hue antre surface 
courbe, considérée par Cauchy dès i83o, et sur laquelle on peut étu- 
dier aussi, comme on a dit tout k Theure, la propagation de la lumière 
et les circonstances de sa réfraction. 

C'est la surface appelée, dans des Mémoires tdlérieurs, carnctérh- 
tique par le même (lauchy, siiifacc des lenteurs d onde {wave-slowness) 
|}ar sir W. Hamilton, et surface de réfraction ou ptul6t surfact-index 
ou des indices (parce que ses rayons vecteur», inverses des vilewes, 
donnent par cela seul les indices de réfraction) par M. Mac-Cullagh [*J, 
qui a reconnu qu'elle n'était antre {'hose qne la reciprnrjtie fjiol aire 



[*j On the Laws of crystalline Reflexion and Rr/netion [Transactions aj Imli S.i- 
e^«rr, voLXmp* 38). 
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réciproque par rapport à une «pbère -i- y* + SSI i) â»\A siirfaoe 

d'onde courbe. 

L'équation de cette surface réciproque est, en coordonnées polaires 
OU aphériqucfl, riinpt«ineiit Téquation (9») du troisiènie degré eo V*, 
en 7 regerdant ^ comme repriésentaot la longueur de aoo rayon vec- 
teur, et /, m, n (qui entrent au second degré dans les aeslinômes P, 

A, B,..., F) comme les cosinus des angles de ce rayon avec trois axes 
rectangulaires; d'où résulte qu'en divisant tous les tenues par ^* V* et 
en appelant 

\ P', A', B', C, D', E', F, 

I ce que Utvit iinrnt P, A, B, C, D, E, F, 

lorsqu'on y divist; lous les cocfllcients a par la densité p et qu'on y 
remplace m, n par or, jr^ z, l'équatiou de cette surface du sixième 
degré en coordonnées ordinaires est 

( A' -I- P' - i) (B' -t- F - 1) (C -h F' — I) - 
(106) - D'»(A'-i- F - i)j'z»-E'«(B' + P'- !)«•«•- 

- F*(C'-I- F - + aD'Erpjr»7*a" = o. 

En effet, les rayons vecteurs de celte surface ayant des grandeurs 

sont les inverses des perpendiculaires de uicme direction (/, m, n) abais- 
sées du centre sur les plans tangoils h, la surftoe inconnue de Tonde 
oomlM, puisque ces perpendiculaires «MM pour longueurs les eqiaoes V 

parcourus au bout de l'unité de temjis par les ondes planes corrps[)on- 
dantes. Or, c'est bien la propriété caractéristique d'une surface polaire 
réciproque de celle-ci par rapport à une sphère de rayon =■[*]• L'onde 



(*] Rappèlom en dftt «fie si DACB» Him» nan sont les coupes, par un 

plan mené du ronfre commun O, He la sphère, d'une nnp;«- 
delà surface d'onde, et de la nappe correspondante de la 
\t, lurbce (106) qui a tes rayons vecteurs Om inverses des 
perpendicnlaires OP = V de mt^me direction, abai-îst-cs de 
O sur les pians tangents MP k l'onde, le point m se trouvera 
à l'interMcdea ds OIP ame la ligoe de jonction AB det 
points de contact d« deux tangentes menées de P au gr.ind 
cercle de coupe de la sphère, dont le rayon est supposé égal A l'unitc; car 
Tom Vm («• iMo).— DtEomiMS. 5l 
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courbe est, réciproquement, polaire de cette surface (io6), en »;orfeque 
leurs particularités sont symétriques [*], et l'on peut, quels qtit> soient 
les vingt et un (ou quinze) coefficienisd'élaitictté ax„x,etc.,aiii»i que 
les composantes pX, des presaîons antéiieorcs aux timmlemenu, étiK 
dîersur la sui6ce (106) les diverses droonstanees de la propagation 
des ondes planes et de la marcbe des rayons qu'ei^ndrent leurs in- 
tersections mutuelles. 

22. Suite. Décomposition [x>ssible de cette mrfncc, et de celle de 
l'onde elle-même^ en un ellipsoïde et une surjace du quatrième degré. 
— Poonuivons rempruntfait k l'analyse de Cauchy, mais en la modi> 
fiant et en nous abstenant, comme nous avons dit, de supposer entre 
les coefficients les égalités complémentaires controversées (8) qui ré- 
sultent de se? calculs, et en maintenant par omiséquent, pour une 
contexture à trois plans de symétrie, la seule qui soit à considérer 
pour réiher, neuf coefficients indépendants que nous déaigneroos, 
comme au n* \% par (48 ) 

bi 

(»07) 



f'«a. 



L'éqnation du troisième degré (92 ) en V% qui est pour ce cas 



(108) 



(a/' -h fm» en» -h P - |»V») (f/» -I- bm» H«» -f- P - ^ V»] X 

x(e/=-4-d/H--|-c«-H- P — ^V*) — 
~ (d -f- d')» (a 4- f m* -4- en* -+-!'- /> 

- (e e')»(f/» -I- bm» -¥ dn»-i- P - p V')«V» - 

- (f + f')»{e/» + dm» -t-c«»-i-P- pV,) 
-t- a(d -H d' j(e -h e'Xf + f')/'m' = o, 



OA = I = On) X OP prouve que A m est p«f]MBdienlsin à ■ «tt dooc bien le 

pôle ilu plan PM par rapport à cette sphère. 

[*] Cette pntprii'té paraît n'avoir rien de commun avec celle que possède l'onde de 
Fkcmd on 1» turbce (lao) d-tprèt, d'éttv n pmpic polaire tMpraque par rapport à 

«B «lll(pi«fare ^ + ^ + ~ = I (18^ MIT f '^lo^^ 
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peut être écrite, en chao^ant les signes, sous la forme suivajite (109), 
conne Û est facile de le vérifier par un dévdoppenaent comparatif du 

premier ferme de IVqualion (108) et de l.i partie de l'équation (109) 
élranpère à « s qtntre derniers termes; et, cela, en laissant /, m, « quel- 
conques ou sans avoir besoin de les supposer liés pr /' -i- m' -t- = i : 

- [(b _d)(c — d)- (d + d'n(*P+ fjii»-». 4- P - pV>»if 

- ((0 — e)(« - e)— (e + «^JTtW+bm» -»-d«»-+. P— pp) it» I» 
~[(a-f)(b— f) - (f 4- r?](c/=-f.dm'+ c«»-|.F— 

^ ■H(*-»)('»-Oe— «»)H-(*-fK»»-d)(c-e)— a (d +d'X«+ OCf+f J}J««,»«iaro. 

Elle donne immédiatemeMtkft troii systèmes suivantsde Taleurs des 

carrés des vitesses de propagation pour des |^ns d*onde perpendicu- 
laires aux coordonnées : 

' — ~^ — » p » p P*»<f «1 = 0, Aso (ondes |Mf|».«iixjr), 

/ W Art '>-t-P f-*-P «i+P I 

(110) j V = -p» — » — pour /=50, mss I, Rbo (aBdn|Mrii.«n j^), 
* — ^ » ^ » ^ pour ( = 0, in=o, n=i (ondes perp. aux 2). 

Comme elle représente la surfine réciproque de celle d'onde quand 

^ est le rayon vecteur et /, ;n, n sont les cosinus de set ang^ avec 
trois axes fixes, surface représentée aussi en ooordomiées ordinains par 
la même équation lorsqu'on y remplace * 

V» pu- I, et /, m, n pur jc, jr, «, 

la coupe de cette anrihce rédproqne par le plan des ^ pour leqad 

/s=0 oo JTsrO, 

sera, quand il y aura entre les cocfficieiils h, c, d, d' la relatiou 

(b-d}{c-d)=(dH-d')% 

représentée par la première ligne de l'équation (109) égalée àaéra^ ou 

Si.. 
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par réqiMtkm 

(m) (p V«-P- bm'- cn^) (p V«- P - fin»- e«») V«- F- d(m« +«»)J =o. 

GetiA coupe se composera par couséquent de trois ellipses (et tneme 
deuzellipseset un cerdeai lapfeoioQ piiinttiTepBf£r^+|>^m'-i-p^Ji* 
eit égale dans Iods ka aens épdement ioclinés aur l«a Xt ou ai pj^s /»*^). 

Comme les coupes diamétrales principales d'une pareille surface et* 
de sa polaire rc^ciproque sont elles-mêmes polaires réciproques rime 
de l'autre par rapporta un cercle concentrique de rayon = i, la coupe 
delannrj^SK» ttoûde par le pl<in j z se composera également d'une d- 
lipae pour la nappe donnant dans les sens et z des vitesses de pro- 
pagation de vibrations lonj,'itudinales produites par les élasticités di- 
rectes b, c, et, |>our les deux autres nappes, donnant, dans les mêmes 
- ttm,de» vitesses de propagation de vibrations transversales dues aux 
élaaticilés langentiellea d, e, f, une ellipae et un cerde (toujours st P 
ne dépend que de / ) comme la sur&ce de Fresnei. 

Deux antres conditions ou relations analogues donneront des COUpcs 
elliptiques ou circulaires par les plans zx et xj". 

Si foules trois sont remplies et n, en outre, le deroier terme de 
l'équation (109) s'annule, o^esi-à'dire ai Ton a & la fois 

( (b - d) (c - d) = (d d')\ c - c)(a - e)= (e + e')', 
) (a-f)(b-f) = (f+r)% 

i (a-e)(b-f)(c-d)-f-(a-f)(b-d)(c-e) = 
t- =a(d4-d')(e-hc')(f+r), 

l'équation (109) de la surface réciproque de l'onde se réduit à la pre- 
mière ligne. Cette sorfaoe se compose en oonséquenoe 

ID'un eillpMato P<4-aP-l-l»M*-f-e«*BpT*, 
et d une ,«rf.c« \ ( pV- P)' - [> + 0/»+ (f -f- d)m'-l-(d + c)«'](pT»— 
lia ^MUiiiM d«ff4 I 4- (ef/' H- fim* + d«Ji')(i> -h»' -|- ■*) ss 

dont les équations, toujours en coordonnées polaireSi si la pression 

primitive V — p^^t^ h /'."r"'* ■ est constante = p^^ = pj^. = p^, 
c'est-à-dire si elle est indépendante de /, m, n, ou égale en tous sens, 
peuvent) eu représentant ainsi les carrés des vitesses de propagation 
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priDci|nles 

^ ' «L+P-.. t±l=c» 



é(re écrites, ocmiin« il est £acUe de le vérifier pour ia seconde en ia 
développant, 

' y/» -4- H» =V% 

(l l6) V* -[[h* -h c^)l' 4- (t» 4- H- (a» -i- /;^;/i-J V'' + 

ce qui donne, en coordonnces rectangles, en divisant par V- et \ \ et 
mettant Xf jr, z pour les trois projections orthogonales ^i, ^ni, i // 

du rayon vecteur ^ ; 

(117) ji*x*-hB*/*-t-Ci^sstf 

La sur&eed*ODde, pdaire ridproquede la double 8ur&oe(ii7), 

(i T 8) se composera de même d'un ellipsoïde et d'une surface du qua- 
trième degré dont les équations s'obtiendront en mettant 



2* y C* 5* r 7 *l«pl«««le ^3 B, C, a. A, V, 



car «m a reconnu que la aurface du quatrième degré (118) partageait 
avec toute surface du second d^ré pourvue de centre la propriété de 

fournir sa polaire réciproque p'rir r;»ppnrt à une sphère concentrique de 
rayon i lorsqu'on change, dans son équation, les trois paramètres en 
leurs inverses [*]. lien résultera, pour l'onde, 

, \ ^ >^ ^ »' 



(lao) 



(4f* ï*)(<ï»x» 4- 4» j» -H c'a» ) - 



[*] On ronnaît l'ingraieuM déntoiMtration, en partie synlhétiquCy nuis eacore coiu- 
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On a ainsi, lorsque les relations (110)^ (n^) ^6 Cauchy existent entre 

les neuf cocrficicats d'élasticité dti milicti, pour Tonde COIlrttei Utt 
ellipsoïde (119} et la surface (iondedao) de Fresnel. 

23. Examen des cr.mUiions trouvées par Cauchjr pour que téqua- 
tinnde l'onde cnui hc sf dt'conipose en dcimn autres dont Pune donne la 
surface de Fresncl. — Observons d'abord que ces quatre conditions 
(lia), (1 13) compruanent comme ca& particulier les conditions (87) 
de Green; car celles^» pour un milieu i trois plans de sjmétrie, se 



pUquée, qu'a donnée M. Mac-Cullagh (Mèminre cité, p. 33) àe cette remarquAbk d«- 
penduoe réciproque de li tarface ( 1 1 8 ) et de It lurfilcc ( 1 30 ) de Fresnel, dômiiiiln- 
tion qui a éic encore plus dégagée de calcul par H. Plurker {Journal de Crelle, t. XDC, 
i83gt p. 91). La démonitration analytique la plus itmple que nous aa «whiioflt 
est celle que Ciaeliy 1 donnée, non pas ta Mémoire de i83o, oft Q w iMWiie au and 
ras (le différences très-petid-s entre les trois paramètres a, b, e, mais au } m d*iia 
Mémoire tur la polariiotion rtctilignt et la doakk r/fraetion, du ao Bii l83^ inséré 
au tomeXTm (i84>) des Mémoireg de l'IrnHM, 

Noos «vens présenté, au (Comptes rendat, 17 aoàt l863,t.LTII, p. 387), des 
observations sur Ut § I" lie ce même Mémoire, oil Caiichy, pour montrer que son ana- 
lyse s'adaptait à diverses opinions, a cni pouvoir faire aux partisans de la perpea<iicula- 
ritédssvflbialionsaaKpIsBsdepolarisatioOf jiisqne4fco(UBlMttue par lui, upe c onccu i oa 
qui nous psrstt impossible, car die consisie k praidre, pour établir l'équation (1 18), 

f P *' f t t t 

ce qui esîgenit entre les coelBeients d*cfastieké toagSBlMIe û=sa^^, e = a„v, 

f = Dj^^ dans Ici trnt^ sens, et les trois composantes p* des pressions qui <,'int anté- 
rieures «IX vibrations, ou qui ont lieu à l'intéricar d'un cristal dans 1 état de repos, 
las vilaliou aingnlièm luivantet 

^•-f=iîv-/'-' '-'^=K-/'«. 

([u'on |M"ut harilinjcnt reirarder nimmc ne pouvant pas exister; mr Irs pressions de 
J'étber dans l'cut naturel à l'intérieur d'un cristal doivent se régler d'après les pres- 
siom de l'édutr qui r«avimaae» atp tt «liss offrent en divers sans qtidqaes différeiMas, 
elles r.r pruveDt Atre coasiaiuicnl jgsks k ceUes dei ooeflkients d'chatidiê dans ces 
mêmes scos. 
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rédoisent aos cinq sniTaiites 

(lai) a ~ b = c = ad -»- d' = af -I- e' = at -h f', 

qui, introduites dans les quatre équations Cauchy (112), {i i3), y satis» 
font idcntiquenifiit. Il sulTit même de faire h = c d.ins ia première 
pour que cela entraîne b = ad -f- d', et réciprunuena'nt. 

Quelle que soit la Mgoificatioo intriosèqoe de ces conditions ou re- 
latioiM, il vaut évidemment mieux les admettre entre les coefficient» 
que les conditions ou relations Green (87) |)our obtenir l'onde de 
Fresnel, supposée fournie par l'expérience, car elles sont, comme on 
a dit, moins nombreuses, plus générales, compatibles, non-seulcmuul 
avec les égalités d = d', e s e*, f = f que fournit le calcul des ibrccs 
moléculaires, et aussi avec tout autre rapport que l'égalité entre d'et 
d, e' et e, f ' et f si on le croit possible, mais aussi avec des rapports 
mutuels quelconques entre les grandeurs a, b, c des trois élasticités 
directes principales ; en aorte qu'elles n'entraînent pas^ comme les 
conditions Grccn» l'égale âastidté en tous sens, d'oà (n* 19) l'im- 
possibilité de la double réfraction ou de toute surface d'onde autre 
que la sphère. 

Mais examinons ce que sont en elles-mêmes ces conditions (iia), 
(il 3) de Caucby. 
Mons avons vu (tt* 15) que lonqu'on a les suivantes ( $7 ) 

ad-4-d'= v'bc, ae •+- e' = v'ca , af+f' = v'âB, 

les élasticités directes se distribuent autour de chaque point suivant 
une loi ellipsoïdale suuple et entraînant des proprieties |>articulicrei> et 
remarquables, et que ce mode de distribution est, ou esaclemenl ou 
à cela prés de qtuintités du second ordre qui sont négligeables qiund 
les élasticités a, b, c ne diflérent pas trop considérablement entre 
elles, le mode qui doit avoir lieu dans les corps primitivement isotropes 
dont on a rapproché uiegalement les molécules en divers sens par des 
comprecsions permanentes, on par la trempe, l'étirage, etc., c'eM-lHlire 
généralement dans les corps auorpbM ou à cristallisation confuse. 

Or, tous les physiciens admettent que cet état moléculaire est celui 
où se trouve Téther dans l'intérieur des divers corps Irausparenis 
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biréfringents. En efFet, i" un cristal dont la forme primitive est un 
cube ou tout autre polyèdre régulier ne. produit pas la double réfrac- 
tion, en sorte que l'élher contenu duit y être isotrope comme dans 
Tair; a* tà Tune des coupet du eiistaJ est un polygone régulier, tout 
•V pn*e de la même manière autour des ])erpeiHlicnlairea à cette 
rou|>e, et le cristal est à un axe; 3" enfin, quelque grande que soit la 
variété des autres formes cristalliiips, elles n'offrent qu'une seule 
deuxième espèce de biréfringence, dite à deux axes, comme celle 
que présente Je verre comprimé inégalement dans deux sens. 

GomparonsdoDC l'une des relations (113), la première par exemple, 
»vec In première (laa) qui contient les mêmes kttres. Si nous faisons, 
comme au n" 15, 

d 

rapport qui est = 1 quand on admet les résultats du calcul des actious 
moléculaires, et si nous appelons d„ d, les valeurs de d tirées de 
réquation ( 1 1 a ) (b — d) (c ~ d) s (d -4- d')S et de l'équation (taa ) 
ad -t- d'^ ^bCf noua avons 



d,_ j7jj;p5 , ^'«-îlH* 

(i'ou 1 011 déduit facilement que le rapport de d, à dj, développé sui- 
vant les puissances de ~--> 

1 ( h — c y I / !> — c y 
ou ne diffbn de 1 que d*oiie petite fractioii du carré de 



on tire directement des eipressions (ia3) 

que pour b = I , I c, b = i,a5c, b = i,5oc, 

CD faisant /=i l'on a y = o,g99'j3, 0,99689, 0,98777, 

/ = a 0,99788, 0,99586, 0,98641, 

i=i 0,9996a, 0,99793, o,993iG. 
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D'où U suit que qudqiie valear qu'on vaiilk attribner au rapport 
' — et pour des différences même très^tablea entre les élasticités 

directes a, b, c du ntiiett dans les trois sens priocipaux» il y a presque 

égalité entre les deux valeurs, telles que d« et d^f tirées des conditions 

(i la) Cauchy <'t ' laa) de distribution ellipsoïdale, pour chacune des 
trois élasticités tangenlielles, telles tjue d, dont les racines carrées sont 
(iroportiounelles aux vitesses de la lumière dans les trois mêmes 
sens[«]. 

Et on peut mène voir que les Taleurs (79) que nous avons trou- 
vées au n" 16 pour a,,^,= a, a^yy = b, a_,,_r, ~f e» fonction de 
trois augmentations permanentes d, d% des distances moléculaires en 
trois sens, satisfont tout aussi bien (pour l=s 1} à Téquatton (1 la) 
(A . f ) (b - f ) s 4f> qu'à réquation (i aa] 3 f s V^C; car la snbsti* 
tution prouve que le premier membre de (1 la) ne difiere du second 
que de 

3l r+F J •«» 

qui est de l'ordre des quantités négligées au n" 16. 

Quant à la quatrième condition Gancby, ou i la relation (1 13), die 
est, avec une grande approximation, une conséquence des trois (i ta); 
car, lorsque celles-ci sont remplies, on déduit de leur multiplication 
l'une par l'autre que le produit des deux termes 

{a-e)(b-f)(c-d), (a-f)(b-d)(c-e) 
du premier membre de l'équation (i i3) est égal au quart du carré du 



b -)- c 

[*] Nous avons vu au n" 13 que si l'on a ad -(- d' = — - — i il en n-siilte une autrt 

espèce de distribuliou ellipsoïdale, mais ne (ionodat pas VintègrahiUit recoariui^ au 

b + c 

n* 15. On en lircrait d = — ■ r • Kn appelant d, cette valeur de «1, on trouverait, 

pour t = i, en supposjint successivement b — i,ic, i,25c, i,Jc, le rapport 
^ = 0,99954, o.ggo^a, 0,96977. Elles sont, quand b excède i,ic, moius appro- 
chée* de l'uDilé que Ici rapports de d, à d| tiré» de ad -t- d' = ^bc. 

T«M VW ^^P^«lto^-Pll■^ll■^^S^ 5a 
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ieoond membfet d*oik il rait que ces dens teraw* aont égtm entro «ox 
el 4 (d + d') (e -t- «0 (f + f')- Or* ^ ^ l'égaUtéqui eo résulte 

(ia4) (»-e)(b-f)(c-d)-(d-i-d')(eH-e')(f-t-f')=o 

on Mtf comme tout à Tlieure, j» el auin ~ et y s et Von remplace 

d, e, f par leim valeurs, tell^ que celle (ia3) de d„ tirées des trois 
équations ( i la), valeurs qui, si l*oa pose 

sont, étant développées suivant les puissances de e, t', i\ 
""^^L?^' "^ a(a-<-0 8{i-(-i) i6(n-/) • 

l'on trouve, pour le premier membre de i'équatiou (ia4), 

■+■ tcmm do iroititeie ordre en e, e', c* 
Mais les équations (ia5) donnent 

{n-t)(i + i')(«-«-0='» •*'«»^ 



substituant, il vient pour ce même |)rfmior membre de réquatiou(ia4)> 
eu n'écrivant pas les termes du trouieme ordre : 

'"^^ abc miillipliépir (| + if-f- ^êU ta dm fÊUihime ordre J^aprèi 



ht valeur d« < + «" qB*aii vient d'écrire. 



|>es deux memitre» de la qualnèaie équation de condition {n'ij 
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donnée par M. Cnnchv ne diflewflt dooc entre eux que de prodnito 

gi'iierrrleinenl négligeables. 

Aus&i, eit ÊiisaDt dans l'équation (i i3) 

esi,4, bsi,a» c = i« «vec l=si oa* dsd', ese** fssT 

et 

e so,39i6e3» f = Otipi4o8, 

valeurs fourniea elort par les deux dcrniérct équations (i la), on tire 
de cette équation (i i3} 

dss 0,36437$, 

qui diffère à peine de 0,364390 dédotle de la première (1 12) pour les 
mêmes suppositions. Et, si l'on lait 

a=:i,a, b=t,i, c=i, d'o& eso, 364390, £=0,382790, 
on tire de Téqualion (1 13) 

d = o,3494i9 

sensiblement ^1 À o,3494o45 déduit de (1 12). 
les conditions Cauehy (1 la), (1 13) eipriment donc très^pproxima- 

tivement, et peiit-êlrc- presque cxactemont (vu qu'il n'est pas impos- 
sible que les termes d'ordre supérieur en y, ?* négligés au n° 16, et 
dont la graudeur dépend de la fonction inconnue J\r)t compensent 
ceux de même ordre qu*on néglige ici), l'état réel des élasticités, en 
divers sens, du fluide éthéré dans Tintérieur des corps transparants non 
isotropes ou isophanes. 

24. Conséquences et conclusion de ce parugto/Aê. — On voit que 

la siirf.u e du ((uatrième tlegré dont l'importante découverte est dnei 
Fr«"siiel, et dont MM. Hainilioii, eic, ont étudié les particularité:^ avec 
leurs conséqueucËS singulières que l'expérience a confirmées si admi- 
rablement, peut, sans contredira aucunement la théorie niatliématique 
due à Caucby, continuer de servir à déterminer la marche de deux 
des trois systémf's d'oudrs planes, on celle des deux rayons éclairants. 
X^tte théorie de Caucby, ratiounellemeot toodée sur les équations de 

5a.. 
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Télftstieilé, sen, il est vrai, un peu moins coocordanttt arec celle de 

Fresnel en ce qui regarde les directions des vibrations éthérées, et, par 
suite, les quantités lumière réfractées, etc., qu'en ce qui regarde la 
marche des rayons, car, ^'après elle, lorsqu'un faisceau lumineux aura 
passé de Tair dans un cristal, les vibrations primitivement perpendicu- 
laires à la direction de ce faisceau y seront devenues nn peu obliques» 
sauf pour les dircctious où les élasticités directes sont des maxima ou 
des minima (n"' 10 et 18 ), et ne redeviendront exactement transversales 
à l'émei^ence qu'avec diminuliou d'une certaine proportion, cbangée 
en vibrations longitudinalea et invisibles. Ce résultat a été même la 
matière d'une objection contre la théorie mathématique qui le fournit, 
car des mesurages ont semblé donner l'égalité entre la quantité de 
lumière reçue sur un cristal et la somme des quantités qu'il transmet 
eu deux rayons, et qu'il réfléchit à ses faces d'incidence et d'émergence. 
On a oljecté tauA le fiiit de l'invisibilité du tmisièm» rajronj dont les 
vibrations, généralement nn peu obliques dans le onslal, doivent, 
à sa sortie, se changer partiellement en vibrations transversales ou lu- 
mineuses. MaisCauchy a répondu, en i83o F* |, que la inoporlion en- 
gendrée de ces dernières vibrations était tropiaible pour faire impres- 
doo, vu que le degré d'obliquité des vibrations dans le cristal, oui pour 
les directions de plus grande et de plus petite âasticité, est fort peu 
considérable pour les directions intermédiaires; et, d'ailleurs, des re- 
cherches plus particulières qu'il a faites depuis (et (jui seraient à com- 
pléter) sur ce qui se passe tout auprès des surfaces de séparation de 
deux milieux transparents paraîtraient prouver que certains eapossnls 
des formules peuvent passer de rimagioaire au réel, ce qui change cer- 
tains mouvements périodiques en mouvements rapidement décroissants 
ou c'vnnescentSj comme ceux qui ont lieu à la |>énétration dans un 
corps opaque, etc. Et, à l'autre objection, tirée des expériences de 
nou'Kléperdition de la qiuintité totale, <m peut trèa-bien répondre que 
des i^brations longitudinales ou invisibles, envoyées parle corps lumi- 
neux en même temps que les autres, ont dû se changer partiellement 
en vibrations transversales ou visibles, et couipeuser les petites pertes 



[•] BM^a dtt Selâma (PffiMMe), t. Xin, o* 217, p. 4»5. 
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de celle»ci [*J, au degré d'approxioMtioii qae comportent les procédés 
photométriqiMS, toujours impar&its malgré leurs perfectionnements 

récents, surtout quan<i il faut recueillir, pour les y appliquer, des 
rayons plusieurs fois réfléchis dans l'intériour ilu cristal, etc. 

Il n'est pas besoin d'insister sur les avantages, on peut dire la néces> 
sitét de k substitntton, dam l'enseignement d'nne branche de la phy- 
sique, d'une théorie rationnelle à tint théorie en partie inexacte ou 
fondée sur dfs hypothèses offrant entre elles des contradictions 5^1 les 
faits semblent d abord y cadrer moins bien, on devra y voir beMleateut 
nn motif de se livrer à des recherches plus particulières qui ouvriront 
peut-être nn champ nouveau de découvertes, resté inexploré sans cela ; 
cl sans doute on y sera aidé par l'étude de la polaire réciproque de 
l'onde à trois nappes ( caractéristique, index-surface, wave-stowness), 
utile à examiner dès à présent dans ses propriétés et particularités, 
ainsi que dam ks conséquences oùsaconsidéralion peut conduire [** J. 
.Telles sont les remarques suggérées par l'étude d-deisuS| que nom 



[*j BuUetiit de Ut SoeUié PhtUmatkique , -jta décembre i855, ou Jouruil /'M* 
tHut du a3 janyier f8S6» nP i i5t. 

[•*] Déjà M. Ha«};hlon, <?n 18^6 [On tlic Equilibrium and Motion ^ Bo^Be$t Ifhk 
Sncifty, vol. XXI, Part II, a indiqué l'usage de cette surface rccij»roqne pour con- 
struire les trois undes réfractée», et a montré (p. 182-186] que quand on prend pour 
pians coarAHiaéska trois phmdeqrmétrie que le milieu offre toujours, chacune de 
ses trois infenwctionï par ce» plans se compose de trois roiirhcs fcrmt'es ayant le mt-me 
centre cl les mêmes deux axes de symétrie, courbes dont l'une est une elli|>se et dont 
let dm» anlNa loiit K|>rÎMm<€l par une même équadon da quatrième degré. Celles-ci 
ne se coupent j.imnis; mais, s«r un des trois plan» (et un seul par la raison <juc a, b, « 
«oat toujours plus grands que d, e, f), l'une d'elles est coupée par l'ellipse en quatre 
poiattqaittmtdm MiNitoaeNiMifc» «MlogiMS fc c«m de k mhCm* FivmwI, et qui 
cori Jiii'-f nt "i i!rs i'(iii»i'quonces si bifn vrn(\ri"i. T,.t si-romle courbe non elliptique est 
entièrement intérieure aux deux autre:» courbes lerniecs, *-t elle r<:'pnnd, pour l'onde, à la 

nappe ««è««e« do», le. d«»i.««.»n»y/i:t^^^^ 

ssCt *t 4>> dooDS In vîMmh da nyom dont les vilintiaiM Mmt euvte- 

mcntlninitiidtaslnr qntud ih «Mit duties diMelfaas'de ees ues, et presque kagiladi 
naktqnuid ils WMit dans ks antres diPNiiont. 
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soumettons aux physiciens et aux géomètres, tt doDi plasîeuMf saiu 
doute, ne leur out pas écha{^ [*]. 

§ V. — Distribution, en da>ers sens, des modules uu coejjicicnts 
ttéltuticité définis à Ut maidère de Young et de Ifamer. 

2o. Fn quoi les inodulrs dijjfère/it des élasticités directes. — Sup- 
pasoiis que d'une petite [>ortion cl*uu corps élastique, ayant son milieu 
au point d'un corps dont les coordonnées rectangles sont or, jr, 2, l'on 
extraie nn prisme tn>s-mince dont les arèles aient la direction arbi> 
traire désignée par a/ ; le quotient 

d'une force de traction de même direction, appliquée et uniforineaient 
répartie aux divers points de ses deux bases, «t dont rintenaité p ou 

P^^ t'M I apportée àl*UDité de leurs superficies, divisée par la propor* 

tion ^ (le rallongement qu'elle fera subir au ] i lit prisme, pourra être 
pris pour mesure de l'élasticité du corps au point (x, ^, 2) dans la 
direct iuu x'. 

C'est, comme on sait, le module on coe^ident d'élasticité intiodait 



(*] Dans des Hémobies précenlésles 5 dt-cembre 18S9, 16 janvier i860 et 4 <mn 
iHT'i [ Comptes rcndui, I. XIJX, p. 888; t. L, p. i4r ; t. LU, p. SijB !, et, piissi, dans 
im ouvraj^e publié il y a quelques jours ^£stai surla théorie de la Lumière), li. Briol, 
rcganUot «usti l'cther oomme ttmpleawBt eootiadé o« dihié d'une nMnUn inégale 

dans les corps biréfringents, conclut comme ci-dcsstis ;i et- qu'on ur rr;^'nrrîc les vilira- 
tioDS que comme qimù inuuvcrsaies et quasi toagitudinalet au possu^^e de la lumière à 
incitts cas corfia, Uea qa'Q s1ni|M8e imur condilioa d'arriver ezattaiteiit & l'onde de 

nsncL 11 croit devoir fidM, poor anrindi» «s deniiav bal, «ne l^polh^ 

Mur Ift forme de la foncdon de la distance r des molécules qnî représente lean répnl- 
siom mutuelles, et néfne «ssîgMr la valear 6 à l'o^OMOt «} nous crojons que ce qui 
précède dispenie de cette soppositioD hardie, qull hd lera peut-être dilHdle de faire 

acci-plt'r. 

M. Éroilc Mathieu, dans un Mémoire tout réoeot où il considère la surface (4o) 
[Comptes rendus, 9 fémer i863, t. LVI, p. a55), ouncint aussi à conserver l'onde à 
fibnitiaiH iafiiiHfi (qui! lefwK aiee Oteen^ «nbsm sphàtiqnc^ nénic dm le» 
ctiitaax). 
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par Young et par Navter, facile k évaluer expérimentalement, et en- 
trant dans toutes les formules pratiques de I cxtension et de h flexion 
des pièces so4ides dont la longueur excède beaucoup les dimensions 
transversale*. 

Ce coefficient E est diflSSrent de celui que nous avons appelé, avec 

M.Rankinc, l'élnsficité directe, savoir a^^ ^^^^ des S$III, IV (n"* 5, 19), 
bien qu'il soit aussi quotient d'une pression p,.^,pnr I.i dilatation cor- 
respoodaute i)^, car cette dilatation, lorsqu un veut évaluer a^^^/^, 
est supposée la seule dtformalion que subisse la portion de corps où 
on la consid^«, tandis qne lorsqu'on étend longitudinalemeot un 
petit prisme isolé, il s'y opère n:ifurellement des contractions transver» 
sales et même quelquefois des glissements intérieurs, nécessaires pour , 
qu'il n'y ait, sur ses faces latérales supposées libres, ni pressions nor- 
males, ni pressions tangentielles, et que ses bases n'éprouvent de 
pressions ou tractions que normalement. 

Le module Eest aussi nombre qui, divisé par la densité p, donne 
le carré de la vitesse du son dans le pri$me isolé. Si Q, est celle vitesse, 
on a 

(127) E = pÛ»; 

et c'est comme loi des produits (S fi' que Cauchy a calcidé, dans un 
beau Mémoire [*] , les rdations qu'ont entre elles en divers sen» les 
valeurs de E. 

2S. Fornude H Mtaface domumt ta kn de lumtUion du module 
d'ébutieité en tUvm jwfif.— Comme les fines du petit prisme tiré dans 

la direction ne doivent éprouver aucune autre action extérieure, on 

aura, r' ft ~' étant deux directions rectangulaires à x', et normale- 
ment auxquelles on peut supposer taillées ses quatre faces latérales, 

^ia8) p^^sspf /yyatO, par^so, /y^sso, p^^ssO, /^yso; 

d'où» d'après la formule générale (aS) de changement de plan de 

pression, en mettant x', r', s' pour x, y, z dansf;on spcothI membre, 
ce qui, d'après (latJ), le réduit à son premier terme, et en i-eniplaeai.t 



[•j i'.rercieet, 4' anii>'i' (iSaç}), p. 3o il 4*« 
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mcoeaMvemeDt ki dtrectiont aiintnim d, s p«r jt s, 

(lag) 1^"=='**^^» Prr = P^r^^ Pr, = p^\^,.. 

Égalant les seconds membres à ceux des expressions générales (i) des 
mêmes composantes de pression etc., nous aurons six équations 



(i3o) 



dont on poam, en les résolvant, tirer les valeurs des sis inconnues 

Kt V> &<> 

Siihstituant celles-ci dans l'expression, semblable à la première (a6) 
de <^^, en Conctioo deS' mêmes déformations parallèles aux x% 
savoir 



(i3i) 



on obtiendra, en divÏMOt par p, 

£ I alîecles de fonctiont det ai coeflicients a^aHi***! 

C'est la formule générale donnant la distribution des modules E au- 

tour d'un point. 

Si, à partir de ce point, l'on porte sur chaque droite de direction xf 
une lon^eur 

l'ensemble des eitrémités formera une surface dont on obtient l'équa- 
tion eo coordonnées rectangles si 1 ou fait, dans l'équation (i3a) 
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car E disparaitt et I'od a 

^1 I — l"*^ expression homogène du 4' degrc en x, y y z à i'5 terme»), 

où les trois coefBcieiit* de x*, j^» X* sont les inverses des modules 
d'élasticiJé d;uis les sens X, z. 

ConiiDe les valeurs de ^yf-gxy tirées de (i3o) auraient pour 
dénominateur oommun une- expression à 710 termes, nous no déve> 
loppcroos le calcul que pour le cas où les j^x, »Xf sont trois plans 
de symétrie de contexture. En écrivant, avec les notations (48), 

^ [}^ , = a -4- f -h e' , Prz = ^ g.t* . 
(i35) p,,=^f'i^ + hiy + d'\ et j>«=eg„, 

puis remplaranl les premiers membres par(ia9) avec >, r , Cy,Cj écrits 
pour abréger au lieu de ^y, c^y, c^yjC^jv, c'esl-à-tlue par 

(ii6) Eicl, Eic^, £dc^c«, £dc.c,, £>c,g^, 

et faisant, après résolution, le dénominateur commun 

(137) abc - ad» - lie'» - cf* + ad'e'f' = D, 

puis 

(.38)) » D ^ -fc' 

'ad D — F, ' a« D ~ F, ' 7f ~ F, ' 

on obtient 

i = ^' [1! + (f - T^)--' (f. - il) T-V'.. 

Tan* VUl (a* térie). — Dtciaui i8fi3. 53 
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d'où TcMi déduit, en culMtitiianI dans (iSi)* ia formule 

et réqiMtion de la i nrfroe dont let rayoïw vecleun sont les racines 
qiutriemea des modules £ dans leurs seos'est 

Les constantes E,, peuvent se déterminer, comme ou a dit, 

en taillant trois prismes dans les diractioc» x, t. 

Caticliy observe qu*on pent, par lemâme moyen expérimenial, dé- 
terminer les trois autres ronsf antes qne nous appelons F,, T, , Fj; car 
si l'on taille trois prismes dans des directions bissectrices des angles 
droits 

(r. «), («, «), r) 

et si l'on appelle leurs modules d'élasticité 

B|f Ets E«, 

on a, en faisant = o, c, = = ^ y'" ànm {i^o), la iiremifrc des 
expressioDS suivantes dont les deux autres s'obtiennent de même : 

I • ' / ' ' \ ' 



I I / I I \ I 



d'où l'on peut tirer F,, F,, F,. 

Il observe aussi qu'en appelant C le module d'élasticité dans les 
quatre directions faisant, avec les trois axes, des angles égaux, ou pour 
lesquelles 



cj B _ c' — ^» 
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on a 



27. Limites des valeurs relatives de quelques-uns des coefficients 
Sxxx^t etc. — Ln formules précédentes peimiit 00m foamir i cet 
égard quelques documents. 

Supposons en effet l.i contexture la même, non pas en lOdS sens, 
mais dans les trois directions rectangulaires x, jr^ s, d'où 

(.«) !«='>.=«• = i-=f^e. 

(Eg — Ejr—Egf F|=F|&sF|« £|bE|sE|} 
on trouve alors 

(•45) E, = ^ , ^•-^'^•(a-d'X*+ail')-|-a«l' 

Les corps solides doiM <nt se sert ii*oflrent, dans aucune de lews par> 
ties, une contexture instable comme celle que peut avoir rinlérjenr 
des larmes bataviques, etc. Les modules d'élasticité tels que E,, £| des 
petits prismes qu'on y taille doivent dooc être positif. Cela exige 

qu'on ait 

a>d', <n a«jw>««jr ou a„„, 

ou que Télasticité directe soit plus grande que l'élastictlé latà^e, ce 
qui est d'Ailleurs évident pouf pcu qu'ott les attribue SU jeu des ac- 
tions eutrc molécules. 

On conçoit ansn que dans le corps dont les modules d'tiasticilé sont 
égaux en trois sens orthogonaux, les modules des sens intermédiaires 
ne s'élèveront guère à une fois et demie ceux-ci, ou ne descendront 
guère aux deux tiers. Or, en Élisant d' = d conformément à la tliëo* 
rie moléculaire, on trouve 



;i40J Ê.~ a'-»-3aa-ad'' E, (a — dX» -»- 3d}* 



5S.. 
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Pour que ces doux rappuris restent entre ^ of ^ il iaiit respoclivo- 
ment que 

^ mtc entre a et 4»703* ti entre 9,a36 et ^9.60. 

D où l'on peut inférer jusqu'à un certain point que lorsque a, b, c ne 
sont pas égaux, d, e, f wc varient guère qu'entre 

et -n «le \/bCf de ^ca et de \/ab mpecthremeot. 
a»* ♦»» 

On trotncrait, ausiii, en raisonnant couuue .iu n" 12, que si I on 
s'impose que )es E varieot giwdueUeineiit, c'est4i-dire aagnenient o» 

diminuent conslammeiitf de Tune à l'autre de leiirs trois valeurs prin> 
cipales E^., E,, I'., sans offrir d nitrt's niaxiiiKt et minima ni dans les 
plans r2, r.T-, , ni dans l'intcriein- de leurs quatre angles trièdres, 
et ofirent uno niartlio de variation simple, il faut : 

/ I* Que F, ne torte pas de l'iDiervalle de îi F, de £, à L^; 

F, de Ejf à ^ j 

2° Qaen Ex> Er> E, un aU en même lenp» F, < F| < F»; 
3f QfW| malgré ec* deoz pmnièret idedoni, he quantité» 

i% t) (f, " fç) ( F ~ t) (f, ~ F,)' 

[i - p-Vc - f) - (f. - - 

n'aient pas trois vakurs de tnéme signe. 

Les limites do valeuis i clatives qui on n'sidteront pour les rapports 
mutuels entre les cocfficionts a. 1», c, d ou d', c on p , fou f, diffé- 
reront peu de celles qui rëbullentdes conditions analogues posées au 

12. 

Il eat poanble que cea conditions d'inégalité ou de > et < entre 

les coefficients soient applicables, jusqu'il un certain point, au.x- btàs. 
Mais, pour les métaux, nous pensons que les élasticités doivent suivre 
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le mode de disiribiition r(Mn|)lissanr toutes les condition* i*» 9*, 3* 

(Tune tiKiiiiorf (iétorrninéc, donr nous allons nOUS OCOiper SU 

iiiunéro i>uivaiiiet qui revient à celui du n° 13. 

S8. Distributhnellipsoitlale flf s modules itélasdeitéE. — Gonsidé- 
roiw le cas, compris dans (i47)» où l'on a 



(i/,8) F,= v'E,E,, F,= vExEx. F, = VE^Î 

on trouve, en substituant dans l'équation (i4o) ^ — et extrayant 

les racines carrées, la formule suivante pour obtenir le module Ë dans 
une direction quelconque, déterminée par les cosinu»c«, cy, c, : 

1 _ ci ci cl 

et pour tN^qii.ition de la surface, alura ellipsoïdale, dont les rayons vec> 
teurs sont ie« v£ : 

(i5o) I = ^ — h ^ + 

VE, Vtr Vtl 



La condition F, = la première des trois (i4S)t revient, 

d'après les expressions (i38), à 

! I ad' — e'r\« ca — e'» ab — f" 



/ j ad — e'f' \« _ 



ou a 

D»- 4Dd(ad'- e-f)» 4^' [(ca - ^Xa*>- f'*)-(ad'- e-P)»] =4«rf'D. 

Ou |ieut divi&er (>ar D ei 1 ou obtient, en faisant de même pour les deux 
MUtres conditions {t^fi), 

ou abc-ad'»-be'»-cf''4-ad'e'r=4d[a(d-t-d')-p'f'J--= 
(l5l) ! s=4efl>(e-f-e')-rH'| = 

=4lLc(f-Hf')-d'e'j, 



I 
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équations qui sont satisfiiites par 

{ae -f- e}i;2f-h f) , (af -i- f ii'2d -i- il' ) '2tl-(- d';[2e r e', 

14^' • ^- iïih^ • ir+T ' 

ou, ce qui revient au mène, par 

2d4-(l' = vbci 2e-hc'=vci*i af-»-f'=va^> 

si l'on a en même temps 

cl' e' r . 

-r = — = 7 = coutume i ; 
d e r ' 

c'est-à'dire précisément par les oonditions ($7) de réduction k un ellip 
soMe de la audace dont les rayons sont les inverses des V^^iÂtet pourvu 

qu'on y joigne les conditions (63), sous lesquelles les neuf coeffi* 
cients a, b,..., cl,..., f peuvent êlre mis sons la forme (64) (i-f-i)a',..., 
bcj..., ... iab, elles équations d équilibre sous la forme (66) 

Ainsi, dans ce cas, qui est celui de l'intégralntité des équations dif- 
firenlielles sous forme finie par des potentiels analytiques de deux 
espèces, aussi facilement que quand il y aisofropjp, la distribution des 
modules d'élasticité £ est ellipsoïdale comme celle des élasticités di- 
rectes aj/^c-a'^' 

Au reste, pour la surface dont les rayons sont les \E, comme pour 



[*] En iaittnt d' sid, tfestttfssit dan le» iquMioas (i5i) et éSaàum b, e 
«tt ntojreadeorihs qns donnent les uxnsderaien mnalmt, «a oblimt l'éqnatioii €0 a 

résolue oon-feulemeot par ^=a-f-(, qui, ripctL- avec les autres leUm, enuune les 

premières (t5a), niabeiKOfe pu ^» ~'"~'"*"^t*' "*"4*"'"4 Uaii eeile dnr- 

aièrê vah-ur ne convient pas à U question, car quand daesf, et quand oa (ut f s i 
comme l'indique la théorie moléculaire, U en résulte 

.= ^^î^d = o,56ad. 

re qui est iujto&sibk, car on a vu qu'on ne |>ouvait pas prendre 4 <^d. 
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la surface presque inverse dont les rayons sont les , ' » la coupe 

V Sj'i Vi» 

par un ou deux des trois plans jz, sx, xjr peut être elliptique sans 
l'être dans Tautre on les deux antres. 

29. Surface dont les rayons vecteurs sont les modules L eux-mêmes. 
^ Cette sur&ce est du huitième degré, car son équation se déduit de 
Téquation (i3a) ou (i4o) en y faisant 

oequi donne, si c'est de (i4o)» 

(.53) + 

■ 

Pour en tracer autant qu'on veut de coupes par points, ce qu'il y a 
de plus facile est de calculer directement les rayons vecteurs £ au 
moyen de 

(■*•) î=î^+^+- 

en 86 donnant les angles (a-, x'), {j; x% ( 2, x*) de ces rayons avec les 
J» «• 

Dans le cas de distribution du n* 28 où l'on a un ellipsdde quand 
oe sont les V^qu'on prend poar rayons, c'est-à-dire oà l'on a (149) 

cette surface du huitième degré (i53), dont les rayons sont les E, 
diff<'re peu d'un ollipsoïdc de mêmes diamètres dans les sens .r, y\ 2 
lorbquc les trois élasticités principales Ej, E^, E, n'ont p;is entre elles 
des rapports de plus de 3 à a. Mais elle en diffère très-scnsublemeut 
quand ces rapports mutuels sont plus considérables, comme on peut 
voir i la 6gure ci-après, où la ligne courbe pleine AEB représente un 
quart de coupe de la surface par un plan coordonné, quand on a un 
rapport de ao à i pour celui des demi-axes OA — E, el OBsE^, 
tandis qu'on a Aeb lorsque ce rapport n'est que de a a i. 
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Ff les difTérences a%'ec l'ellipse sont dans le sens des expériences con- 
nues, car M. liageu [' J, après avoir mesuré les modules d'élasticité de 




cinq espèces de bois dans le sens Inngitiulinal et dans le seos transver- 
sal supposés être x et jr, et avoir trouvé 

83, i5, aa, 2'^ 

sapin, chêne, hétre rouge, lidi e blanc. 



Ex*.E> — 48, 
piiur les bois de pia, 



soit moyennetnent = 20, a fait aussi quelques mesurages de modules 
dans des sens obliques x', et a proposé, pour représenter à peu près ses 
expériences dont U ne dmne pat le détail^ l'expression 



(i55) 



i — liii ^ fin 



qui liMiniiniît ia courbe AHB en petit ponctué} or le courbe pleine 
AEB donnée p«r la distribution elliptique des ^E, on par 



n'en diflière pas dans les limi^ d'exactitude des expériences de ce 

genre. 

La formule empirique de M. TIagen ne saurait èlre adoptée, car elle 
donne, quand ~ s a* la courbe Ahb, qui est tout à fait inacceptable; 
et, en général, comme cette courbe (1 55) est circonscrite au rectangle 



['] Ueber die EUutkiUU des Haltes (Ànnalet de Poggeitdorff t. LVIII, p. laS), «t 
Jmuitsa dei VtMt et Ohi««Mw<, i645> ^' wroestrc, p. 276. 
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dont les demi-côtés sont et E^, elle donne pour E un maximum qui 
CSC en grandeur et ea direction la demi-diagonale VEJ -+-E; > 
ferait Eux ^ qnand les élastïcitét sont égales dans les directions x et 
jt tandis que dans ce cas ^ss E^, E devrût être si ^„ ou égal en 
tous sens. 

Sur la même 6gure, les courbes en ponctué long AIB, ASR repré- 
sentent ce que serait la coupe jry de la surface du huitième degré (t53} 

pour ao, si, au lieu de l'expression (i48} F, = v'£l^ o" prenait 
successivement, ponr la constante F,» sa limite inférienre et sa 
limite supérieure déterminées par les premières conditions ( 1 4? )• 

deuxième courbe, ASB, exagère encore l'inconvénient signalé dans la 
courbe empirique (i55) AHB; et la première, AIB, s'en écarte trop et 
ofifrirait une loi bizarre et tout à fait improbable. Ces inconvénients 

subsistent dans la courbe Aib, analogue & AIB mais relative à ~ = a; 

et la courbe Asb, analogue à ASB pour ce même cas qui n*a pas été 
celui des «tpérienoes, oflre toujours une loi moins simple et moins 
probable que .\eb. 

Ainsi, quoique la loi de distribution ellipsoïdale des \E, répondant 
à (i48) F, = vEyE,, etc., et aussi à (iSi) ou (57)2d-i- d'= y'bc, etc., et 
représentée par les équations (i 4g) ou (i 54), ne soit pa5 prouvée pour 
les corps amorphes dans lesquels, comme pour lesbds» les tiasticités 
sont Irés^différentes dans différents sens, cependant il conviendra d*eo 
ossnv r toujours l'emploi dans la pratique; et, lorsqu'on ne pounrapas 
l'adopter exactement, il ne faudra pas s'en écarter beaucoup. 

S VI. — Résumé et conclusions pratiques. 

30. Nous avons ($ II, n** 8 à 4), dans un préambule qui devait 

servir aux considérations et à la discussion du § IV, rapp* Ir l'rtablis- 
sementdos formules d'élasticité, y compris celle du /)o/e«//c/ des iorces 
intérieures, employé dés le principe par Navier (et dont les géomètres 
de TAnglelerreet de l'Allemagne font un grand usage), et nous avons 
compris dans toutes ces formules et établi de diverses manières tes 
termes qui dt pendent d'un élément ordinairement mots, savoir, les 

T«Nn« VIU (s* Mri«> - McMMB iSfil. $4 
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pnttkuu prùttUwes (p^,.-., p^) pouvant exister i»m le corps on 
dam le nilica ilartiqne tcnaî le* déplacemcnlR, dcfermationa on mou- 
vements iribvatoifes, qui sont l'objet dee calculi. 

Mous avons montré qu'entre les trente-six coefficients a^^^j^, elc« 
qu'elles contiennent outre les six composantes primitives p°, il y a 
au moins ^wVtze égalités deux à deux (5) qui les réduisent à vingt et un 
an plus, sans compter lesiùr égalités Mm^rfldlmenAiiref { 8)encore con- 
testées quoiquVIIes soient fournies, avec ou sans calcul, par la loi des 
actions moléculaires, qu'il est inévitable d'invoquer de toute manière, 
ouvertement ou tacitement, pour établir toute formule d'équilibre 
d'élasticité. 

Nous avons ensuite CS m, n*5 i 16) démontré la formule symbo* 
lique très<«impte (33) qui donne les vingt et un coeCBdents d'élasti- 
cité n,^, ... a^, ^, y ayyy^ pour de nouveaux axes coordonnés 
eu fonction des vingt et un a^^^c»' ^jyr* I^^i* ^^^^ anciens, et qui 
fournit même, plus généralement, les coefficients qui entreraient dans 
Texpression (f une composante oblique de pression sur une 6ce quel- 
conque. Les mêmes notations symboliques expriment trè»lirièvement 
la plupart des formules de l'élasticité. 

La loi des élasticités directes ijft*^^ en divers sens est donnée (n^o) 
par les inverses des quatrièmes puiamnoes des rayons vecteurs ou des 
diamètres d'une surfiioe du quatrième degré, dont les termes ont une 
grande analogie avec ceux qui composent l'expression du potentiel 
(n" 2), et qui offre, dans le cas de trois plans de symétrie, treize dia- 
mètres normaux ou treize directions de maximum et de miuimum, se 
réduisant à trois lorsque les coefficients ont entre eux certaines rela- 
tions d'inégalité, prolMblement toujours v é ri fi é e s. 

Dans un cas encore plus particulier, exprimé par trois relations 
d'égalité telles que ad -f- d' = y'bc, l'équation du quatrième degré se 
réduit au second ; la disfriluition des élasticités directes, ou plutôt de 
leurs racines quatrièmes mversées, est ellipsoïdale. Ix>rsqu'elle a lieu, 
les équations de réquiBbre d'élasticité sontintégrables sous forme finie 
par des e xpr e ssi ons analogues an potentiel atw^iîjaie de Green, aussi 
facilement que quand il y a isotropic; et réciproquenient une patville 
tntégrabilité exige la distribution en queMion, Mais ce mode dcdistri- 
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bntion doit itn remarqué i un antre titre, car c'est, ccmnie 1« prouva 
UD calcul facile des forces moléculaires en jeu, celui qui doit s'observer, 
an moins à très-peu près ciitro certaines limites d'iiK^n-nlitô des <Mnsti- 
cités en divers sens, dan» les corps solides amorplies ou a cristallisation 
conflue, ou dana les milieux élaaUquea dont l'isotropie a été altérée 
par descompreaaioBs ou dilatatioiM in^lea rapprochant plu» les mo- 
lécules dans certaines directions que dans d'antres. 

Au § IV i n*" 17 à 24) nous avons appliqué la formule (33) de 
transformation des coefficients à l'examen de certaines conditions ou 
relations, au nomlunedeqnatorae^ausqoeHcsrillastre physicien Green 
assujettit les vingt et un ooefBcienls d'dasticité du fluide éthéré dans 
rinl«Tirur dps corps transparent-; biréfringents pourque les vibrations 
moléculaires y soient, comme dans l'air ou le verre, exactement parai» 
lèles aux plans des ondes lumineuses de toute direction, afin de se con- 
fimner à l'hypothèse que Frasnd a prise pour base de sa théorie érl- 
demment défectueuse quoique unie k d'aussi brillantes découvertes, 
et bien que Green reconnaisse que cet exact parallélisme ne doit pas 
s'observer dans tous les corps transparents. Nousavons montréd'abord 
que ces qnatone conditions sont absolument les mêmes lorsqu'il y 
«nul, antérieurement à tout ébranlement, des pressions primitives 
de grandeur et de direction quelconque dans l'éther, en sorte qu'on M 
peut pas chercher, dans l'existence possible de ces pressions ordinaire- 
ment omises, la solution des diiBcultés auxquelles conduit 1 hypothèse 
que Green et Fremel se sont imposée. Hous avons reconnu ensuite qne 
d'après les conditions en question l'élaslicité directe de l'éther dana le 
cristal serait égale en tous sens ; qu'une même dilatation v produirait, 
dans toutes les directions, une pression, non-seulement de même in- 
tensité, mais, aussi, constamment normale à la face où elle s'exercerait 
comme dans les corps isotropes; qu'il y anrait, entre les élastidifc 
directe, latérale et tangentidle, les mêmes relations que dans ces 
corps, etc.; enfin que chacune des conditions, si elle s'observe dans 
toutes les directions, entraine toutes les autres. 

Il est impossible de ne pas en conclure que lesqnaforae oondilions 
de traasverMlilé des vibrations sont simplement celles de l'isotropie 
du milieu. Le calcul le montre d'une manière évidente, si l'on admet 
comme Freaoel, Cauchy, etc., que les particules de l'éther agissent 

54.. 
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CDtre elle* mivuit lean lignes de joncdon et profmrtioiraellenient à 

une fonction de leurs distances ; mais si l'on rejette l'usage de cette 
grande loi physifjuf, noii-st'iilement pour l'établissement des éqiuitinns 
de l'élasticité, tuais encore pour le calcul des inégalités d'élasticité dans 
un corps ou un milieu où les molécules ont des degrés divers de rap- 
prochement, il est toujours évident que toute autre loi qu'on lui 
substituerait donnerait nécessairement des inégalités entre les élasti- 
cités directes tout aussi \non qu'entre les élasliritcs latérales ou tan- 
gentielles dans les du ections uu les intervalles uiulecutaires sont dif- 
ftrentSt comme cela doit avoir lieu dans le verre comprimé ou trempé, 
et même dans les cristaux dont la formecst polyédrique non r^ufiièrv, 
comme celle tie cristaux biréfringents. 

De là l'impossibilité de la double réfraction dans un corps transpa- 
rent, si les vibrations lumineuses sont exactement transversales, pour 
toutes les inclinaisons qtron pent supposer aux plans des ondes, et 
non pas seulement pour certaines directions principales telles que 
celles di s tn;i\itti;t et iiiininia des élasticités directes. 

Mais cette transversalité, ou ces quatorze conditions de Green, ne 
sont nullement nécessaires pour que Tonde courbe enveloppée par 
toutes les ondes planes qui se sont croisées au même instant en un 
même point soit exactement la surface du quatrième degré de Fresuel, 
dont l'étude a révélé des particularités cnrieuses, si bien confirmées 
par l'expérience. 11 suffit, pour cela, de conditions ou relations moins 
nombreuses et plus générales, et qui, malgré un peu moins de sim- 
plicité dans leur eipression, n'ont rien de bizarre ni d'arbitraire, et au 
contraire s'observent très-probablement dans la réalité, car on recon- 
naît facilement qu'elles coïncident, exactement peut-être, mais vu tous 
cas tres-approximativemeut, avec les conditions (de distribuiiou ellip- 
soïdale) qui sont remplies pour un corps élastique dont l'isotropie 
primitive a été altérée par des compressions inégales; or c'est précisé- 
ment l'état où tous les physiciens admettent que se trouve l'éther, non- 
seulement dans le verre comprimé, mais aussi dans l'intérieur des 
cristaux des formes polyédriques non régulières les plus diverses. 

Ces conditions (lia)» (ii3) sont celles qui ont été trouvées par 
Canchy, dont on peut présenter l'analyse d'une manière simple et en 
même temps plus généralct car on peut y conserver les vingt et un 
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eoeffieienlt que })lusieurs géomètres croient indépendants; et comme 

ce nombre de coefficients n'est pas nécessaire pour obtenir la surface 
de Fresnel, qui se construit aussi bien quand on n on c onserve que 
quinze, on ne trouve aucun motif de rejeter les six égalités dites 
complémentaires (8) des coefficients deux k deux, dans la considéra- 
tion des phénomènes de la double réfraction. 

Une légère obliquité des vibrations liiminensp'; aux rnyorts rt même 
aux ondes à leur passage à travers les corps biréiringenis n'est contre- 
dite par ancune expérience, et eUe d*k rien d'incompatible avec l'onde 
de Fresnel, ni même avec lea expériences photométriques faites sur 
les quantités de lumière reçues et transmises. Sf, d'ailleurs, on recon- 
naît par la suite que cette onde du qualriènie degré à deux nappes, 
jointe à une onde ellipsoïdale pour les rayons non lumineux, ne fournit 
qu'une simple approximation dont on ne puisse plus se contenter, 
et qu'elle n'explique pas certains faits nouvellement acquis , on 
pourra toujours, f;uifc dp savoir poser l'équation de l'otide (laucliv à 
trois nappes, étudier toutes les particularités de la uiarclie des ondes 
sur sa polaire réciproque (par rapport à une sphère ayant le même 
centre), dont l'équation du rixième degré est simple et toute posée, et 
dont M.IIaughton a déjà n oannu les nœuds et étudié en partie les pro- 
priétés, fort analogues à celles de la polaire de l'onde Fre.snel; et cettt- 
étude rationnelle conduira peut-être à d'autres découvertes plus déli- 
cates qui auraient échappe tu persistant à baser l'optique théorique 
sur des expédients impliquant contradiction à plusieurs ^jards. 

Enfin nous avons reconnu (§ V), en prenant pour base un travail 
de G-ïtichy, que les modules fl' élasticité E, définis à la manière de 
Young et de Navier, et qui entrent dans les formules d'extension et de 
flexion des solides, se distribmnent dans les diverses directions sui* 
vant une surface du quatrième degré, inverse à quelques égards de 
celle qui nous a manifesté la loi <le distribution des élasticités directev 
»j^x>x'x' d ^ous sens. On tire de leur considération certaines 1 unites 
des rapports entre les élasticités directes et les élasticités latérales ou 
tangendelles dans les solides en général. 

I.H distribution des racines quatrièmes des modules E est eiUpuidede 
dans les iiièines cas que celle dcs inverse* des racines quatrièmes des 
élasticités directes ^j^^^- 
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Ces considérations ne sont pas de pure spéculation. On a reconnu 
que divers faits de l'élasticilé des métaux, du \crre, etc., ne pouvaient 
être suifisatument bien représentés par les formules d'isotropie à un 
seul coefficient, fournies par les prenuerBtrevaus des géomèlrei «or ]« 
tfiéorie de l'élasticité. Bien que le désaccord ait été exagéré, et dispa- 
raisse bien des fois devant une discussion des expériences, il est très- 
vrai que l'intei prétTtion c\\^c d'autres fois qu'on puisse disposer de 
plusieurs constantes. (Quelques savants ont cru satisfaire convenable- 
ment àcette condition en employant des formules qniMfppofeitf ciicwv 
/'ûoln»/Me,nuiisoù l'on admet deux coefficients indépendants, malgré le 
résultat contraire fourni logiquement p:\r I.m loi des actions entre molé- 
cules qui est, disons-nous, toujours tacitenicut invoquée, n)ème quaud 
ou en veut repousser les consequences. Mais, ainsi que nous i expri- 
mons à la fin du n* 8, et espérons le démontrer compléinnent ailleurs» 
c'est là un ex|>édient conduisant à se faire illusion sur la vraie cause 
des faits à interpréter. II faut plutôt recourir aux formules d'hétéro- 
tropie, en reconnaissant une différence d'élasticité suivant trois ou au 
moins deux sens rectangulaires. Or la loi de variation des élasticités 
dans les sens obliques n'est pas ariaitraire, et, pour les corps amorphes 
généralement employés dans les constructions, le nombre des coeftîcients 
indépendants a besoin d'être réduit. Notre loi ellipsoïdale, qui lie les 
élasticités tangentielles d, e, f aux élasticités directes a, b, c, et qui 
donne ainsi trois constantes seulement dans les cas ordinaires de cou- 
testnre symétrique par rapport à troh plans, est la pins convenable à 
adopter, non pas seulement comme la plus simple et prêtant le mieux 
aux calculs analytiques (n° 15), mais comme offrant un haut degré de 
probabilité, qui devient de la certitude (au moins à une approximation 
qui suffit) si lliélérotropift des corps métalliques, vitreux, etc., doot on 
s'occupe, résulte de ce que récrouissage, Tétirage, etc., ou les circon- 
stances de la solidification, n'ont fait que rapprocher plus leurs molé- 
cules dans certains sens que dans d'autres; et, d'après quelques expé- 
riences faites en Allemagne, elle offre encore ce qu'il y a de mieux à 
adopter même pour les bois, dans lesquels les dîMtmon dTélailicllé 
en divers seas soot irës-conaidévables. 
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THÉORÈME D^ARTraMÉTIQUEî 
Pab h. s. UOUVILLE. 



Soit m un nombre entier impair. Décomposons ^m, de toutes les 
manu rcs possibles, en une somme de quatre carrés impairs, et soit en 

consequence 

4m=«« + /'» + i*» + *'*, 

/, {'", désignant des cntim impaîrst positifs; puis formons J« 

somme 

U'-t 

relativement à toutes ces décorapositious. 11 faut, comme on voit, 
prendre dans toutes les décompositions le produit W afiècté du signe 
ou du signe — suivant que W «st de la fiamie 4f*^ 4- 1 ou de la 

forme fijj. 3, après quoi l'on fera la somme algébrique de tous MS 
produits. Deux décompositions sont différentes dès qtie i, i', 
n'y ont pas identiquement les mêmes valeurs. C'est sous cette condition 
que Jacobi a trouTé le nombre des décompositions égal à la somme 
des diviseurs de m. 

Considérons d'un autre côté les décomposîtioiis de am qui répon- 
dent à l'équation 

a/n s= r* -h i '* -+- 4*' -+- 4 j'S 

où r, r' sont des entiers impairs et positifs, tandis que s, s' sont in- 
diUéremment pairs ou impairs, positifii, nuls ou négatifs. 11 y aura 
une seconde somme 



relative à ce nouveau mode de partition. 
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Gela poaé, je dis qu*il existe une rdation IrèMimple entra les deux 



et 



En eflet ces deux sommes «ot toujours la même valeur absolue. Elles 
sont égales et de même signe quand mss4lr-i-iy mab^ks et de 
signe contraire quand n ss -(■ 3. Ainsi on a toujows 

a'—t m—\ rr'-i 

• «'=(-1) ' ' 

Je ne crois pas avoir besoin d'ajouter des exemples. 
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